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RESUMEN

Presentamos una introduccion a los juegos simples. Entre otras muchas
utilidades, estos juegos permiten describir y analizar los sistemas de deci-
sioén colectiva, muchos de los cuales son representables a menudo como
juegos de mayoria ponderada —una clase especial de juegos simples-——.
Uno de los problemas mas interesantes en este contexto es la definicion de
una medida de la distribucion de poder entre los agentes involucrados en el
sistema. Este problema recibe una solucion satisfactoria mediante el indice
de poder de Shapley-Shubik, que es la restriccidon del valor de Shapley a
los juegos simples. Las aplicaciones al analisis econdmico y politico que-
dan adecuadamente ilustradas mediante una serie de ¢jemplos que jalonan
el texto.

(*} Trabajo financiado parcialmente por el Proyecto BFM 2000-0968 del Ministerio de
Ciencia y Tecnologia.
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. INTRODUCCION

Un juego cooperativo definido en un conjunto de jugadores N = {1, 2,
..., 1} es una funcién u que asigna a cada coalicién S < N un nimero real
u(S). Se exige solamente que w(@) = 0. Se¢ interpreta w(S) como la utilidad
minima que pueden garantizarse los jugadores de S actuando coordinada-
mente, sea cual sea la actitud de los restantes jugadores (los de N\ S).

Una de las clases mas interesantes de juegos cooperativos es la de los
Juegos simples. Con este tipo de juegos describimos la capacidad de decision
de las coaliciones en un sistema de votacién y podemos analizar la importan-
cia estratégica de cada agente involucrado en el sistema. Comenzaremos con
un ¢jemplo sencillo.

Ejemplo 1 (El consorcio). Imaginemos un consorcio formado por cua-
tro empresas: dos de ellas son semejantes por volumen de facturacion, mien-
tras que las otras dos, también semejantes entre si, son de menor entidad. El
equipo directivo del consorcio estd formado por los presidentes de las cuatro
empresas, a los que designaremos por 1, 2, 3 y 4.

La toma de decisiones estd estructurada de manera equilibrada. Para
aprobar una propuesta €s necesario, en principio, que tenga al menos el apo-
yo de (los presidentes de) las dos empresas principales. Sin embargo, con el
fin de evitar un niimero excesivo de situaciones de impasse y agilizar el me-
canisme decisorio, para salvar una posible discrepancia entre las empresas
principales se admite tambi¢n la aprobacion de una propuesta si estan a fa-
vor de la misma al menos una de las empresas principales y las dos empresas
secundarias.

Resumimos esta informacion mediante la lista de las coaliciones de (pre-
sidentes de) empresas que, sin contener elementos superfluos, son capaces
de asegurar la aprobacion:

Wm = {f1 2}, {1, 3, 4}, {2, 3, 4}}.

La lista completa de todas las coaliciones con fuerza suficiente para ga-
rantizar la aprobacién es el resultado de ampliar cada una de las anteriores
de todas las formas posibles:

W = {{1, 2}, {1, 2, 3}, {1, 2, 4}, {1, 3, 4}, {2, 3, 4}, {1, 2, 3, 4}}.

Las restantes coaliciones carecen de dicha fuerza, y son: &, {1}, {2},
(33, {41, {1, 3}, {1, 4}, {2, 3}, {2, 4} vy {3, 4}

Hay una manera de definir un juego cooperativo que describa una situa-
cidén de este tipo: consiste en asignar una utilidad convencional de 1 a cada
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coalicion de la lista W, y 0 a las demas. Tenemos entonces un conjunto de
cuatro jugadores N = {1, 2, 3, 4} y un juego u tal que

uwl, 2, 9 =u(l, 3,4 =u2 3,4 =
u(l, 2,3, 4) =1,

il

u(l, 2) = u(l, 2, 3)

Il

mientras que u(S) = O para cualquier otra coalicién § < N.
Esto es lo que denominamos un juego simple. Antes de seguir adelante,
formalicemos esta idea e introduzcamos la nomenclatura apropiada.

Definicion 2. Sea N = {1, 2, ..., n} un conjunto de jugadores. Se dice
que un juego cooperativo u en N es un juego simple si satisface las condicio-
nes siguientes;

I. u(S) =1 06 0 para cada coalicion S < N.

2. Monotonia: si § < T entonces u(S) £ u(T).

Las coaliciones § tales que u(S) = 1 se denominan coaliciones ganado-
ras, y las restantes perdedoras. Es tradicional designar por W (del inglés
winning) la coleccion de las coaliciones ganadoras. La propiedad de mono-
tonia se expresa formalmente por

ScTySeW=TeW

y estéd claro que el conoctmiento de la coleccion W determina completamen-
te el juego u. Para definir un juego simple en un conjunto N de jugadores
basta pues con especificar una coleccién W de subconjuntos de N que tenga
la propiedad de monotonia que acabamos de expresar.

Dentro del conjunto de las coaliciones ganadoras destacan las coalicio-
nes ganadoras minimales, que son aquéllas que no contienen ningiin elemen-
to innecesario para ser ganadoras. Dicho de otro modo, S es ganadora mini-
malsiS € Wpero S\ {i} ¢ W paracadai € S. (Recordemos que el simbolo
S\ {i} designa la coalicion que resulta de excluir de S al jugador i.) Usare-
mos el simbolo W™ para designar la coleccién de las coaliciones ganadoras
minimales. Estas coaliciones tienen una propiedad que las caracteriza entre
las ganadoras, la propiedad de exclusién mutua: ninguna coalicion ganadora
minimal contiene estrictamente a otra, es decit,

S TeWnhn=8§gT.

Como es obvio, Wm — W. Puesto que ampliando de todas las formas po-
sibles las coaliciones ganadoras minimales obtenemos todas las coaliciones
ganadoras, queda claro que la coleccion W™ también determina el juego.
Para definir un juego simple en un conjunto de jugadores N basta con espe-
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cificar una coleccion W de subcenjuntos de N que tenga la propiedad de
exclusion mutua.

El lector puede ver que en el ejemplo anterior hemos definido el juego
dando precisamente una coleccién W™ que satisface la condicion de exclu-
sién mutua. También puede comprobar en dicho ejemplo que la coleccion W
cumple la propiedad de monotonia.

2. JUEGOS DE MAYORIA PONDERADA

El tipo de juego simple mas frecuente en la practica es el lamado juego
de mayoria ponderada. En realidad, se trata de una generalizacion natural
del gjemplo siguiente.

Ejemplo 3 {(Juegos de mavoria). Supongamos que un comité formado
por n personas debe tomar decisiones. Se asigna un voto a cada persona y se
exige, para la aprobacion de una propuesta, que ésta reciba en votacién
como minimo cierta cantidad q de votos. Para evitar conflictos suele tomarse
q > /2 (y, por descontado, q < n). El juego simple u que sirve de modelo
para reflejar este mecanismo de toma de decisiones queda definido por la co-
leccion

W={Sc N:I§2q}

donde el simbolo |S] significa el niimero de elementos de la coalicién S. Es
inmediato comprobar que W satisface la condicion de monotonia. Podria-
mos recordar el origen del juego u escribiendo

u={q L, 1, .., 1.

Si q es el minimo entero superior a n/2, se dice que este namero repre-
senta la condicion de mayoria absoluta. Si q =n, se dice que u es el juego de
unanimidad (en este caso, [a Unica coalicidn ganadora es el conjunto total
N). Los valores intermedios restantes de q se denominan mayorias cualifica-
das. (El término mayoria simple o relativa es mejor reservarlo para situacio-
nes en las que los electores tienen mas de dos alternativas, es decir, no se li-
mitan a elegir entre dos opciones o a decir si 0 no a una propuesta iinica para
cambiar un statu guo.)

Aunque la idea de dar un voto a cada agente es la base de los sistemas
democraticos (basta con recordar el eslogan «un hombre, un voto»), en la
practica se producen con frecuencia asociaciones de caracter politico, eco-
noémico o social, debidas a razones ideoldgicas o estratégicas, que segin la
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fuerza con que cohesionan a los jugadores pueden convertir una situacidn
aparentemente simétrica en otra muy distinta.

En realidad, la dindmica es similar a la que rige el accionariado de las
empresas. Cuando una empresa emite acciones para formar su capital, ga-
rantizarlo o incrementarlo, cada accion puede ser adquirida por una persona
distinta (fisica o juridica). En la practica, sin embargo, ninguna empresa tie-
ne sus acciones repartidas de este modo. La mayoria de los accionistas tie-
nen en su poder cierto numero de acciones y, a menudo, éstas se concentran
€N muy pocas manos.

Con estos dos comentarios queremos dar a entender que es indispensable
disponer de un modelo mas general que el del ejemplo antertor para poder
interpretar fielmente la forma de operar de la mayoria de los mecanismos de
toma de decisiones por votacion.

Junto a los del ambite econdmico, los ejemplos de tipo politico constitu-
yen uno de los campos de aplicacion mas interesantes de la teoria de los jue-
gos cooperativos. Las decisiones tomadas por los organismos politicos, ya
sean a escala local (ayuntamientos), autonomica, estatal o internacional
(Unién Europea, Organizacion de Naciones Unidas, Fonde Monetario Inter-
nacional, etc.) nos afectan en mayor o menor medida como ciudadanos, por
lo que el estudio de la estructura de tales organismos deberia interesarnos
también a fondo en el contexto en ¢l que nos movemos.

Muchos de los mecanismos de votacion empleados en tales situaciones
deben describirse como juegos de mayoria ponderada, especialmente en el
caso de organismos de representacion en los que, mas que los representan-
tes individuales, son los partidos politicos los verdaderos protagonistas,
debido a la disciplina de voto que imponen a sus miembros electos. Lo
mismo ocurre con el funcionamiento de las juntas de accionistas, ya que el
porcentaje de acciones que controla cada una de las personas que integran
la junta es decisivo a la hora de fijar las condiciones de aprobacion de pro-
puestas.

Veremos ejemplos de cardcter politico y econémico después de la defini-
cién formal de juego de mayoria ponderada.

Definicion 4. SeaN = {1, 2, .., n} un conjunto de jugadores. Suponga-
mos que cada jugador i € N tiene asignado un peso w, > 0. El peso de una
coalicidn arbitraria S ¢ N se define como la suma de los pesos de sus inte-
grantes: w(S) = Yies wi. Supongamos ademads que se ha fijado una cuota o
condicién de mayoria q > 0. Entonces se define un juego cooperativo u me-
diante las condiciones

1. u{S) =1 siy solo si w(S) 2q.

2. u(8) = 0 en otro caso.
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Es inmediato comprobar que u es un juego simple: cada coalicion recibe
una utilidad igual a 1 6 0 y la monotonia es consecuencia de la no negativi-
dad de los pesos. Escribimos

u = [q w1, W2, .., Wi

y decimos que u es un juego de mayoria ponderada.

Fl lector observara que esta simbolizacion de un juego de mayoria pon-
derada es la que ya hemos usado para los juegos de mayoria, que resultan ser
un caso particular, La nomenclatura relativa a la cuota q que hemos introdu-
cido para los juegos de mayoria se conserva aqui, aunque substituyendo n
por la suma de pesos T = Zien Wi

Ejemplo 5 (El Parlamento de Cataluria, 1999-2003). La distribucién
de los 135 escafios durante 1a legistatura 1999-2003 es la siguiente:

Partido CiU PSC PP ER( IC-v
Escafios. . ............ 56 52 12 12 3
Porcentaje. . ... ... .. .. 41,48 % 38,52 % 8,89 % 8,89 % 2,22%

Dada la estricta disciplina de voto que rige deniro de cada partido, en esta
situacién los agentes reales son los cinco partidos presentes y no los 135 dipu-
tados. Para aprobar una mocién es necesario tener al menos el apoyo de la mi-
tad més uno de los diputados de la Camara, es decir, 68. Por tanto, las coal-
ciones ganadoras minimales que definen este juego simple, denotado por

u = [68; 56, 52, 12, 12, 3],
son las siguientes:
we = {{1, 2}, {1, 3}, {1, 4}, {2, 3, 4}}.

El lector puede observar que el ¢jemplo inicial de este articulo (E/ con-
sorcio, ejemplo 1) no ha sido descrito como un juego de mayoria ponderada.
¢Serfa posible hacerlo? ;Existen juegos simples que no son representables
como juegos de mayoria ponderada? Esta cuestion tiene mucho interés por-
que el simbolo [q; w1, wa, ..., Wa) parece una forma muy econémica (esto es,
concisa) de representar un mecanismo de votacién, mucho mas que una lista
de coaliciones aunque ésta se refiera solamente a las ganadoras minimales.
Veamos las respuestas a esas dos preguntas.
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Ejemplo 6 (El consorcio). Es posible presentar este juego como un jue-
go de mayoria ponderada. Basta con tomar

u=[4;2 2, 1, 1]

El lector deberia comprobar que a partir de esta representacion obtiene
las mismas coaliciones ganadoras minimales que han definido el juego en el
gjemplo 1. Alli no hemos usado esta representacion porque nos interesaba
iniciar la presentacion con la idea mds general de juego simple y, solo des-
pués, mencionar los juegos de mayoria ponderada como caso especialmente
frecuente.

De hecho, también tenemos u = [§; 4, 4, 2, 2], u = [4k; 2k, 2k, k, k] para
cualquier k natural e, incluso, representaciones «asimétricas» como u = [13;
9, 8, 3, 2]. En general, todo juego simple representable como juego de mayo-
ria ponderada admite infinitas representaciones.

Ejemplo 7. Sin embargo, no todos los juegos simples pueden ser pre-
sentados como fuegos de mavoria ponderada. Es facil ver que es posible si
n < 3. No es posible si n 2 4. El ¢jemplo mas sencillo, tanto por el niimero de
jugadores como por el niimero de coaliciones ganadoras minimales, es el si-
guiente. Para n = 4 tomemos

W o= 111, 2%, {3, 41}

Esta coleccion define un juego simple u porque cumple la condicion de
exclusion mutua. Para demostrar que no es posible darle una representacion
como juego de mayoria ponderada, razonaremos por reduccién al absurdo.

Supongamos que fuera u = [q; w1, W2, wi, wa]. Puesto que Jas coaliciones
{1, 4} y {2, 3} son perdedoras, los cuatro pesos deberian satisfacer las con-
diciones siguientes:

witwi<gswitwsyw,tws<qsw + ow
Simplificando, se deducen las relaciones contradictorias
W < w3y wi < w
por lo que concluimos gque la representacidon pretendida es imposible.
El ejemplo siguiente nos muestra otro juego simple, mucho mds compli-

cado debido al nimero de jugadores, que tampoco €s un juego de mayoria
ponderada.
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Ejemplo 8 (El Congreso de los Estados Unidos). Tres cdmaras consti-
tuyen la estructura del Congreso. La primera de ellas se reduce al presidente
de la nacidn (asesorado, si se quiere, por los miembros de su gabinete), al
que designaremos por p. La segunda ¢s el Senado (S), integrado por 100 se-
nadores. La tercera se denomina la Camara de Representantes (R), de la que
forman parte 435 representantes. Simbdélicamente,

C={pl USUR

Originariamente, las medidas legislativas quedaban aprobadas por el
Congreso si votaban a favor, como minimo: el presidente, la mitad més uno
de los senadores y la mitad mas uno de los representantes. Sin embargo, esta
formula daba al presidente derecho a vetar cualquier medida, ya que su con-
formidad era indispensable para aprobarla, por lo que se introdujo una en-
mienda en la Constitucion segln la cual 2/3 del Senado v 2/3 de la Cémara
de Representantes también constituian conjuntamente una mayoria suficien-
te para aprobar una propuesta. Este es el mecanismo que afin hoy en dia rige
[a toma de decisiones en el Congreso. Podemos simbolizar los dos tipos de
coaliciones ganadoras minimales del modo siguniente:

p+ 51s + 218 y 67s + 290r.

Para comprobar que no es posible presentar este juego simple como un
juego de mayoria ponderada, razonaremos por reduccidn al absurdo como
en el gjemplo anterior. La demostracién no es dificil, pero conviene redactar-
la con toda precisién. Supongamos que existiera tal representacién. Fijemos
dos senadores s y s’ y dos representantes r y t'. Sea ws el peso asignado al se-
nador s y sea wr ¢l peso asignado al representante r. Tomemos ademas un
conjunto S" formado por 50 senadores distintos de s v s’ y un conjunte R”
formado por 217 representantes distintos de r y r'. Es obvio que las dos coa-
liciones siguientes son perdedoras:

e Py = {pt w8 U, s} UR

o Po={p} US"UR" U {1}

También es obvio que las dos coaliciones siguientes son ganadoras:

e G1 = {p} v 8" U {s} U RV {r}

» G: = {p} U §" U {s} UR"U {r}

Alimponer que el peso de P; (resp. P2) sea estrictamente menor que el de
G (resp. (32), obtenemos simultineamente, después de simplificar,

Ws < We ¥ Wr < W,
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lo cual es una contradiceion. Por tanto, la estructura del Congreso de los
Estados Unidos no es representable mediante un juego de mayoria pondera-
da. (El mismo argumento sirve para ver que la afirmacién también es cierta
para la estructura del Congreso antes de la enmicnda constitucional.)

3. JUGADORES CON VETO Y DICTADORES

Introducimos a continuacion dos conceptos que dan nombre a jugadores
muy especiales que se presentan en ocasiones en los juegos simples. La ter-
minologia tiene su origen en la esfera politica.

Definicion 9. Sea u un juego simple definido en un conjunto de jugado-
res N.

1. Un jugador i € N posee veto en el juego u si pertenece a todas las
coaliciones ganadoras de u.

2. Un jugadori € N es un dictador en el juego u si Wn= {{i}}.

Un jugador con veto tal vez no puede por si solo conseguir que se aprue-
be una propuesta pero puede impedirlo, ya que su presencia es indispensable
para conseguir la formacion de una coalicidon ganadora. Para comprobar que
un jugador tiene veto basta con confirmar que pertenece a todas las coalicio-
nes ganadoras minimales del juego.

Un dictador es un jugador con veto que con su sola aquiescencia puede
conseguir que se apruebe una propuesta sin necesitar el apoyo de nadie.

Ejemplos 10.  Veamos algunos casos en los que aparecen la figura del
dictador o la del jugador con veto (no dictatorial).

1. Consideremos una junta de accionistas descrita por el juego de ma-
yoria ponderada

u = [51; 46, 30, 14, 10]

donde tanto los pesos como la cuota (mayoria absoluta) reflejan porcentajes
del total de acciones. En estas condiciones, no hay dictador ni jugadores con
veto. Sin embargo,

¢ Si el acciontsta principal adquiere un 5 por 100 de acciones a uno o
varios de los demds accionistas, entonces se convierte en dictador, ya que el
juego se transforma en u’ = [51; 51, ..].

¢ Si el accionista principal adquiere un 4 por 100 de acciones de los de-
mas accionistas pasa a tener veto, puesto que entonces el juego es u” = {51,
50, ...].
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2. Laestructura del Congreso de los Diputados (o Camara Baja del Par-
lamento espafiol} durante la legislatura 1982-1986, tras las elecciones genera-
les celebradas el 28 de octubre de 1982, quedaba representada por el juego de
mayoria ponderada siguiente, que indica la distribucion de los 350 escatios en-
tre diez partidos o coaliciones politicas que obtuvieron representacion. El pri-
mer coeficiente, 176, es la cuota que define la mayoria absoluta exigida en la
toma de decisiones ordinaria (la mitad mas uno del total de escafios):

u = [176; 201, 106, 12, 12, 8, 5, 2, 2, 1, 1].

El partido que obtuvo 201 escaios fue el PSOE (el jugador 1, por tanto,
en nuestra representacion). Es facil ver que en este juego tenemos Wm =
= {{1}}, por lo que el jugador 1 es un dictador en el sentido de la definicién
anterior, La situacion se repitié (con distinta distribucion de escafios) duran-
te la legislatura 1986-1989, también con el PSOE como partide principal, y
se presenta en la legislatura 2000-2004, ahora con el PP como jugador 1.

3. Sien el Parlamento de Cataluiia, 1999-2003 (ejemplo 5) se exige
una mayeria cualificada de 2/3 del total de escafios para las decisiones tras-
cendentales, la situacion queda definida por el juego

u = [90; 56, 52, 12, 12, 3].

En estas condiciones (W')™ contiene solamente una coalicién, la {1, 2},
por lo que los dos partidos principales pasan a poseer veto.

4. Como ya hemos comentado al exponer la estructura del Congreso de
los Estados Unidos (ejemplo 8), la situacion anterior a la enmienda de la
Constitucion daba veto al presidente. Tras la aplicacion de la enmienda, el
presidente ha perdido tal prerrogativa.

4. UNEJEMPLQ DETALLADO: PRIMERA PARTE

Incluimos en esta secciéon un ejemplo que exponemos con todo detalle
para ilustrar el tipo de cuestiones que se plantean al manejar juegos simples.

Ejemplo 11 (Empresa participada). En las empresas cuyo capital esta
repartido entre diferentes accionistas (personas fisicas) es norma que las de-
cisiones sobre la marcha de la empresa se tomen en las denominadas juntas
de accionistas, a las que son convocados peridédicamente todos los poseedo-
res de acciones, En estas juntas, las decisiones no se adoptan otorgando un
voto a cada accionista, sino que cada uno dispone de tantos votos como ac-
ciones controla. Para aprobar una propuesta es indispensable que esté a fa-
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vor de la misma un conjunto de accionistas suficiente como para que retinan,
entre todos ellos, mds del 50 por 100 de las acciones.

En las empresas participadas, donde las acciones pueden estar en manos
tanto de personas fisicas como de personas juridicas (otras empresas), se si-
gue el mismo criterio para la toma de decisiones. Veamos un ejemplo numé-
rico imaginario.

Supongamos que, en el momento de su constitucion, la empresa de co-
municacion Barcelona TV llevd a cabo una emision de acciones, y que éstas
estan en manos de una empresa de capital piblico y de tres grandes empre-
sas del sector, con los porcentajes que se indican a continuacion:

e Empresa 1: Ayuntamiento de Barcelona, 36,25 por 100.

e Empresa 2: Televisio de Catalunya (TVC), 34,50 por 100.

» Empresa 3: Cadena SER, 15,50 por 100,

¢ Empresa 4: Grupo Zeta, 13,75 por 100,

La regla para tomar decisiones es equivalente a la que hemos menciona-
do en el caso de las juntas de accionistas {que, formalmente, es idéntico a
éste): se aprueba una propuesta si esta apoyada por un conjunto de empresas
que controlen mas del 50 por 100 de las acciones. Por tanto, el mecanismo
queda descrito por el juego de mayoria ponderada

u = [50,01; 36,25, 34,50, 15,50, 13,75].
Las coaliciones ganadoras minimales son
wm = {{1, 2}, {1, 3}, {2, 3, 4}}.

Conviene observar que, para ser ganadora, se le exige a cualquier coali-
cién superar el 5Q por 100 de las acciones: esto se impone para evitar la po-
sibilidad de un empate y la correspondiente situacién de impasse, y por ¢llo
hemos fijado una cuota del 50,01 por 100. Asi, las coalictones {1, 4} y {2,
3} no son ganadoras porque controlan solamente el 50 por 100 exacto de las
acciones.

El juego simple u que describe esta situacién queda, pues, definido por

u(l, 2) = u(l, 3) = u(1, 2, 3) = u(l, 2, 4) = u(l, 3, 4) = w2, 3, 4) =
=u(l,2 3,4 =1

y u(S) = 0 para las demas coaliciones (las perdedoras).

Es conveniente notar la analogia entre el tipo de conflictos de intereses
con implicaciones econdmicas reflejado en ejemplos como E/ consorcio o
Empresa participada y el de carcter politico subyacente en situaciones
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como E! Parlamento de Catalusia, 1999-2003. En ambos casos, se produce
una pugna por el poder (poder de accién, poder de decision).

En los juegos cooperativos que plantean problemas de beneficios o cos-
tes la cuestién principal se centra en la forma de repartir entre los jugadores
la utilidad de la coalicion total. En el caso de los juegos simples, el interés
radica en la obtencidn de algin tipo de medida de poder que permita valorar
la importancia estratégica de cada uno de los agentes implicados en el juego.

En el caso de los juegos de mayoria ponderada, el peso de cada jugador
no sirve como medida de su importancia (ni siquiera el peso relativo), por-
que las distribuciones de peso son engafiosas en este sentido: basta observar
que, a menudo, las diferencias de peso entre jugadores no se reflejan en ab-
soluto en diferencias de posicién relativa al obtener la lista de las coaliciones
ganadoras minimales.

Naturalmente, junto al interés por establecer una medida numérica de la
distribucion del poder, aparece despues el interés por conocer como pueden
afectar a dicha distribucién variaciones en el reparto de pesos o modificacio-
nes de la cuota. Veamos en este mismo ejemplo algunos casos posibles.

¢ Supongamos que el Ayuntamiento de Barcelona compra ¢l 5 por 100
de acciones a cada una de las demds empresas. Esto le convierte en dictador,
ya que el juego es ahora

w = [50,01; 51,25, 29,50, 10,50, 8,75].

Como dictador, el Ayuntamiento puede imponer su voluntad a las empre-
sas restantes, y €sta es una situacién radicalmente distinta a la inicial. La pre-
gunta es obvia: ;Cudl es el poder de un dictador? ;Y el de los restantes juga-
dores?

» Supongamos que solamente el Grupo Zeta vende un 5 por 100 de sus
acciones al Ayuntamiento. El juego pasa a ser

w = [50,01; 41,25, 34,50, 15,50, 8,75].

;Habra experimentado alguna variacion la distribucion de poder?

¢ Si, en cambio, el 5 por 100 de acciones que vende el Grupo Zeta va a
las manos de Televisié de Catalunya (TVC), el juego es

us = [50,01; 36,25, 39,50, 15,50, 8,75].

;Consigue de este modo TVC tener efectivamente mas poder que el
Ayuntamiento de Barcelona en el control de Barcelona TV?
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» Ciertas decisiones trascendentales se toman por mayoria cualificada.
Supongamos que, volviendo a la distribucidn inicial de acciones, dicha ma-
yoria es de 3/5, es decir, un 60 por 100 del total de acciones. El juego que re-
fleja esta situacidn es

v = [60; 36,25, 34,50, 15,50, 13,75].

Observamos que en estas condiciones el Ayuntamiento de Barcelona y la
Cadena SER necesitan ¢l apoyo del Grupo Zeta, circunstancia que no se pro-
ducia con la cuota ordinaria que impone la mayoria absoluta. ;Coémo influye
esta variacion de la cuota en la distribucion de poder?

¢ Si la mayoria cualificada aumenta hasta los 2/3, las dos primeras em-
presas pasan a disponer de veto y las otras dos desaparecen de la lista de coa-
liciones ganadoras minimales. ; Qué cambios experimenta la distribucion de
poder con respecto a la precedente?

En conclusién, parece claro que, con relacion a este ejemplo (y, de he-
cho, con vistas a una aplicacién generalizada a muchas otras situaciones), la
primera pregunta a formular seria: ;cémo describir de forma razonable una
«distribucion de poder» entre las cuatro empresas, a la vista del porcentaje
de acciones que controla cada una y de la condicidon de mayoria exigida?

Deseariamos utilizar una hipotética medida de poder para contrastar los
valores que nos proporcione con los porcentajes de acciones. ;Es importante
la ventaja del 1,75 por 100 de acciones que posee el Ayuntamiento de Barce-
lona frente a TVC? ;Y la diferencia del 19 por 100 entre esta segunda em-
presa y la SER? ; Tiene algun poder de decision el Grupo Zeta pese a ser el
socio minoritario?

A continuacion, quisiéramos aplicar la misma medida para responder a
las cuestiones planteadas en los casos en que se producen variaciones en la
distribucion de acciones (por compraventa entre las empresas participantes)
y/o en la mayoria exigida para tomar decisiones.

Antes de afrontar cuestiones de este tipo y otras similares, en éste y en
los restantes ¢jemplos propuestos hasta aqui, conviene plantear las caracte-
risticas que deberia tener una medida de poder que pudiera ser aplicable a
cualquier juego simple. Nos ocuparemos de todo ello en la seccién siguiente
al estudiar el denominado indice de poder de Shapley-Shubik, que no es sino
la restriccion del valor de Shapley al dominio de los juegos simples. Supon-
dremos al lector ya familiarizado con el concepto de valor de Shapley para
juegos cooperativos.
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5. EL INDICE DE PODER DE SHAPLEY-SHUBIK

En [a seccidn anterior hemos planteado, como objetivo principal del estu-
dio de los juegos simples, el anélisis de 1a «distribucion de poder». Los juegos
simples (y, en particular, los juegos de mayoria ponderada) representan meca-
nismos de decision colectiva por votacion. Aunque la descripeion de las coali-
ciones ganadoras minimales ya proporciona alguna informacion sobre la im-
portancia relativa de cada agente decisor dentro del sistema, deseariamos pre-
cisar de forma numérica la fuerza real de cada uno de dichos agentes.

No entraremos en disquisiciones filosdficas ni trataremos de dar una de-
finicion del concepto mismo de poder. Creemos que la intuicion del lector le
habra permitido captar perfectamente nuestras intenciones a través de los
ejemplos que hemos venido proponiendo. Hablaremos, pues, solamente de
una «medida de poders.

Para fijar ideas, pensemos que en un mecanismo decisorio el «poder»
viene a ser como una unidad de beneficio (un pastel, si se quiere) que hay
que repartir entre los agentes de forma gue refleje la importancia estratégica
de cada uno. En este sentido, el problema no es muy diferente del que nos
ocuparia en los juegos cooperativos en general.,

Por tanto, una medida de la distribucién de poder vendré dada, en térmi-
nos muy generales, por una asignacién (o, o2, .., o) tal que

. aci20paracadai e N

2. 30 =1

siendo N = {1, 2, .., n} el conjunto de agentes decisores.

Esta es una idea general de medida de la que también son casos particu-
lares, entre otras, las distribuciones de frecuencia relativa o las de probabili-
dad. El hecho de que 1la medida esté normalizada, como expresa la condicion
2, permitira establecer comparaciones entre situaciones distintas.

Traduciremos estas ideas al lenguaje de los juegos simples.

Sea N = {1, 2, .., n} un conjunto de jugadores. Denotaremos por Sy el
conjunto de todos los juegos simples no nulos en N (excluimos el juego nulo
u = 0 por razones obvias).

Definicion 12. Una medida de poder en N serd una funcion
DSy - [0, 1]

que asignara a cada juego simple no nulo u un vector de reparto entre los ju-
gadores

®[u] = (@i[u], D:fu], ..., Duul)
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tal que D" @fu] = 1.

(El simbolo [0, 1] representa el producto cartesiano [0, 1] x [0, 1] x ... x
(0, 1]. Tomando este producto cartesiano como conjunto de llegada de la
funcién ya garantizamos que 0 € ®u] < 1 para cada jugador i € N.)

Como ocurre con cualquier otra medida, cuando los valores sean racio-
nales siempre serd posible expresar el reparto mediante fracciones y median-
te porcentajes indistintamente. Por ejemplo, al aplicar una medida de poder a
un juego de mayoria ponderada, sera interesante compararla con la distribu-
cion de pesos, y ésta viene dada a menudo mediante porcentajes.

Observacién 13, La definicion anterior es muy poco restrictiva y, por
tanto, existen muchas medidas de poder posibles. Sin embargo, la primera
precision que debemos hacer cs que la regla proporcional no sirve como me-
dida de poder. En efecto, puesto que en los juegos simples tenemos casi in-
variablemente u(i) = 0 para cada jugador i € N, la suma de estas utilidades
es nula y no es posible, practicamente nunca, llevar a cabo un reparto pro-
porcional.

En 1954, ¢]l matematico Lloyd S. Shapley vy el economista Martin Shubik
propusieron la aplicacion del valor de Shapley a los juegos simples como
medida de poder. A continuacion estudiaremos el significado y el alcance de
esta propuesta.

Proposicion 14.  La restriccion del valor de Shapley al conjunto de los
juegos simples no nulos es una medida de poder.

DemosTraCION.  En primer lugar, el valor esta definido para cualquier
juego cooperativo, y en particular para todos los juegos simples no nulos.
Ademas, gracias a la propiedad de monotonia de los juegos simples tenemos
@i[u] = O para cada jugador i € N y cada juego (simple) u. Por Gltimo, la
propiedad de eficiencia del valor y el hecho de que tratemos con juegos sim-
ples no nulos implican que se verifique la condicion Zi"=| Ofu] = 1.

A esta medida de poder se la conoce con el nombre de indice de poder de
Shapley-Shubik. Ademas de la eficiencia, otras dos de las cuatro propicdades
que caracterizan al valor de Shapley tienen una interpretacion inmediata y
satisfacen la intuicion:

# Si un jugador i es nulo en un juego u, ®ifu] = 0,

+ Si dos jugadores i, ) son equivalentes en un juego u, ®ifu] = @j[u).

Las tres propiedades (eficiencia, jugador nulo y jugadores equivalentes)
son utiles para simplificar el calculo prictico de la distribucion del poder en
un juego dado. Damos tres reglas basicas, y sefialamos que la primera se
apoya en el axioma de jugador nulo pero también en la propiedad de inva-
niancia del valor respecto a la extensidn nula de juegos.
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1. Los jugadores nulos tienen poder & y pueden ser suprimidos del jue-
go para calcular el poder de los demas jugadores. (Ademas, como regla prac-
tica, es facil ver que un jugador es nulo en un juego simple si y sélo st no in-
terviene en ninguna coalicion ganadora minimal.)

2. Todos los jugadores equivalentes entre si tienen el mismo poder; por
tanto, basta con calcular el de cualquiera de ellos. (Aqui la regla practica es
que dos jugadores son equivalentes en un juego simple si y sélo si aparecen
de manera simétrica en la lista de las coaliciones ganadoras minimales.)

3. Lasuma de los poderes de todos los jugadores debe dar 1: esta pro-
piedad puede servir para ahorrarnos ¢l Gltimo célculo directo o bien como
comprobacion final.

Observacion 15.  La cuarta propiedad del valor, la aditiva, no tiene apli-
cacion en el dominio de los juegos simples no nulos, ya que la suma de dos
juegos de este tipo ne €s nunca un juego simple.

En 1975, P. Dubey establecié una caracterizacion axiomatica del indice
de poder de Shapley-Shubik (es decir, como funcién sobre el conjunto de los
juegos simples no nulos) analoga a la del valor de Shapley. Para ello utihzd
los axiomas de eficiencia, jugador nulo y jugadores equivalentes y una pro-
piedad, la de transferencia, que es consecuencia de la aditiva y la sustituye
como axioma en este contexto. Omitimos los detalles pero queremos dejar
constancia de este hecho,

6. CALCULO PRACTICO: FIEMPLOS

Iniciamos el calculo practico del indice de poder de Shapley-Shubik. En
el primer ejemplo aplicamos directamente la férmula del valor de Shapley
adapténdola al contexto de los juegos simples. En el segundo, los axiomas
nos dan la distribucidn de poder sin necesidad de efectuar apenas ninguna
operacion.

Ejemplo 16 (El consorcio).  En este juego tenemos (véase ejemplo 1)
W= ({1, 2}, {1, 3, 4}, {2, 3, 4}}.

No hay dictador, ni jugadores con veto ni jugadores nulos, pero por una
parte las empresas 1 y 2 son equivalentes entre si y por otra lo son también
las empresas 3 y 4. Por tanto, podemos limitarnos a calcular de forma directa
¢l poder de la empresa 1. La formula del valor de Shapley nos da

@ [u]l= X7, M) -uS {1}

SciN:les
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—)¥n -s)!
donde s =8| es el cardinal de la coalicién variable S y ya(s) = (irl)__(’ﬂ_s)_

Teniendo en cuenta que la contribucion marginal escrita entre corchetes
vale 1 solamente si S € W pero S\ {1} ¢ W, ¥ 0 en los demas casos, nos
queda

® [ul= D> v,
SeW eSS SvilieW
Dado que W = {{1, 2}, {1, 2, 3}, {1, 2, 4}, {1, 3, 4}, {2, 3, 4}, {1, 2, 3,
431, las coaliciones S que satisfacen las condiciones indicadas son solamen-
te {1, 2%, {1, 2, 3}, {1, 2, 4} vy {1, 3, 4}.
Sabiendo ademas que y4(2) = ya(3) = 1/12 obtenemos

®ifu] = /12 + 1/12 + 1/12 + 1/12 = 1/3.

Por tanto, aplicando ¢l axioma de jugadores equivalentes, Pz{u] = $i[u]
= 1/3. Por el axioma de eficiencia, el poder a repartir entre las empresas 3 y
es | —2/3 = 1/3 y, de nuevo por el axioma de jugadores equivalentes, @:u]
= &dy{u] = 1/6. En resumen, la distribucion de poder en este consorcio viene
dada por

o=

®[u] = (173, 173, 1/6, 1/6),

de manera que las empresas principalcs poseen doble poder que las secun-
darias. (Si el lector recuerda que 1a representacion que obtuvimos del con-
sorcio como juego de mayoria ponderada en el ejemplo 6erau=[4; 2,2, 1,
1], debemos advertirle que la coincidencia de proporciones de pesos y de
poder (2:1) de las empresas principales con respecto a las secundarias no
es habitual en los juegos de mayoria ponderada, como veremos en otros
ejemplos.)

Ejemplo 17 (Juegos de mayoria). En un juego de este tipo que, como
hemos visto, es de la formau=[q; 1, 1, ..., 1] (véase ejemplo 3), el calculo
de la distribucién de poder es muy simple. No hay dictador, ni vetos ni juga-
dores nulos, y es obvio que todos los jugadores son equivalentes. Por el ter-
cer axioma del valor, esto implica que ®@i[u] es constante, es decir, no depen-
de de i. Vemos, pues, que en un juego de mayoria todos los jugadores tienen
el mismo poder, independientemente de la cuota de mayoria exigida. Y del
axioma de eficiencia se deduce que este poder es

@,[u] = 1/n para todo i & N.
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Antes de proseguir con los demds ejemplos, presentamos un método de
calculo del indice de Shapley-Shubik que, en ocasiones, puede sustituir con
ventaja al uso de la formula del valor.

Sea N = {1, 2, ..., n}, como siempre, el conjunto de los jugadores. Una
permutacion de los jugadores es una ordenacion particular de los mismos,
que escribiremos como © = (Gi, G2, ..., Gn). Por ejemplo, sin=6,(2,4, 1, 6,
5, 3) es una permutacion particular. Aqui 62 = 4, lo que significa que el juga-
dor que ocupa la segunda posicion en la ordenacién es el jugador 4. La com-
binatoria nos ensefia gue en un conjunto de n elementos hay n! permutacio-
nes posibles.

Para fijar ideas, tomemos el ejemplo del Parlamento de Catalufia,
1999-2003 {ejemplo 5), donde habia cinco partidos en liza. Imaginemos que
el partido 2 desea presentar una propuesta a votacion y considera que la pre-
disposicion de los partidos hacia dicha propuesta viene dada, en orden de-
creciente, por la permutacion (2, 4, 1, 3, 5). Puesto que el partido 2 no dispo-
ne de fuerza suficiente para lograr la aprobacion de la propuesta, parece 16-
gico que encamine sus esfuerzos a convencer, en primer lugar, al partido 4
para conseguir su apoyo, aceptando si es necesario alguna enmienda de este
partido a la propuesta.

Supongamos que lo logra. A continuacién, ambos socios se dedicaran a
buscar el apoyo del partido 1 por dos razones bisicas: una, porque la coali-
cién {2, 4} todavia no tiene los votos suficientes para garantizar la aproba-
cion de su propuesta; dos, porque el partido 1 es ¢l mas proclive a aceptarla
de entre los restantes.

La posicion del partido 1 es crucial. Su aceptacion garantiza que la pro-
puesta supere la votacion; su negativa la condena al fracaso casi con toda se-
guridad porque todavia seria mas dificil que los partidos 2 y 4 convencieran
al partido 3 o al 5. [.a razén de la posicion crucial del partido 1 se resume en
dos puntos: a) {2, 4} no es una coalicion ganadora; b} {2,4, 1} siloes.

Generalizamos esta idea. Prescindimos de ordenaciones (de preferen-
cias) particulares sobre propuestas particulares porque queremos una medida
formal de la importancia estratégica de cada jugador.

Sea u un juego simple no nulo en ¢! conjunto N. Sea (o1, o2, ..., On) Una
permutacion cualquiera de N. Si imaginamos que se va formando una coali-
cion a partir de o), afiadiendo jugadores uno a uno en ¢l orden indicado por
la permutacion, siempre llegaremos a encontrar un primer jugador o\ que, al
integrarse, convierta en ganadora la coalicion que forman con él quienes le
preceden en la permutacién, De forma equivalente, existe un unico jugador
ox con las dos propiedades siguientes: (a) {o1, ..., o1} € W, (b) {0, ..,
Gk 1, Oxy & W.
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Decimos entonces que ox es el jugador crucial o pivote de la permuta-
cion o©.

Contemos zhora el numero de veces que cada jugador i € N es pivote en
el total de las n! permutaciones posibles. Convirtamos este numero en fre-
cuencia relativa dividiéndolo por n! y sea y.[u] dicha frecuencia.

Teorema 18 (Calculo del poder por pivotes). Para cada juego simple no
nulo u en N y cada jugador i € N se verifica la igualdad

@,ju] = yi[ul.

DeMosTRACION. Recordemos la expresion del poder del jugador i que ya
hemos utilizado en el ¢jemplo 16:

@ [u]= 2 t.6)
SeW:ieS 5\ lijeW
Observemos que cada coalicién Stalquei € S, 8 e Wy S\ {i} ¢ W
define muchas permutactones en las que 1 es pivote. Concretamente, las
(s — D!(n — s)! permutaciones que podemos escribir colocando en las s — |
primeras posiciones los s — I elementos de S \{i} en cualquier orden (de ahi
el factor (s — 1)), el jugador i en la posicién s y 1os n — s elementos de N\ S
en las n — s posiciones finales (y de ahi el factor {n — s)!). Por tanto,

®i[u] £ ynju).
Sin embargo, dado que D" @ifu]=1= ZI"_[ vi[u], se concluye que
la desigualdad anterior debe reducirse a una 1gualdad para todo 1 € N.

El teorema puede interpretarse diciendo que, en un juego simple no nulo,
el poder de un jugador es la probabilidad de ser crucial en una permutacion
cuando todas las permutaciones se suponen igualmente probables.

Podemos, pues, usar este resultado para calcular el indice de poder de
Shapley-Shubik. Cuando n < 4, lo mas directo es escribir las n! permutacio-
nes y contar sobre ellas el nimero de veces que es pivote cada jugador, aun-
que sin olvidar las reglas que hemos dado sobre jugadores nulos, jugadores
equivalentes y eficiencia para simplificar el calculo del poder. Cuando el n-
mero de jugadores es mayor, a menudo basta considerar «tipos» de permuta-
ciones, y en algin caso es mas ficil comenzar contando las veces que el ju-
gador no es pivote.

A continuacion revisaremos los gjemplos restantes que propusimos en
las secciones anteriores. Estamos convencidos de que, al igual que los que
hemos hallado en los dos primeros ejemplos, los resultados que obtendre-
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mos complaceran al lector que, mas o menos intuitivamente, ya habia conje-
turado en su momento algunas evidencias.

Ejemplo 19 (El Parlamento de Cataluiia, 1999-2003). Recordemos
que en este juego (ejemplo 5) el ntimero de jugadores es n =3 y la coleccion
de coaliciones ganadoras minimales es

We = {{1, 2}, {1, 3}, {L, 4}, {2, 3, 4}}.

De esta lista se deduce, en primer lugar, que el jugador 5 es nulo, por lo
gue su poder es ®s[u] = 0 y podemos olvidarnos de ¢1. Esto es interesante
porque reduce de 5! = 120 a 4! = 24 el nimero de permutaciones que hay
que escribir. Por otra parte, los jugadores 2, 3 y 4 son equivalentes. Por tan-
1o, solamente serd necesario calcular de forma directa el poder del jugador
1. Escribimos las 24 permutaciones de los jugadores 1, 2, 3 y 4 y mar-
camos con un asterisco aquéllas en las que el jugador 1 interviene como
pivote:

(1,2,3.4) *(2,1,3.4) *(3,124) *(4,1,2,3)
(1,2,4.3) *(2,1,4,3) *(3,1,4.2) *(41,32)
(1,3,2,4) *(2,3,1,4) *(3,2,14) *(4.2,1,3)
(1,3,4,2) (234,1) (3.2,4,1) (42.3,1)
{14,.2.3) *(2,4,1,3) *(34,1,2) *(4.3,1,2)
(1,4,3.2) 2,43,1) (3.42,1) {4,3,2,1)

Esto nos indica que @[u] = 12/24 = 1/2. Por tanto, los jugadores 2, 3y 4
deben repartirse equitativamente el poder restante, 1/2, y resulta @;[u] = 1/6
para i= 2, 3, 4. (También podriamos haber determinado este valor, una vez
que teniamos escritas todas las permutaciones, localizando aquéllas en las
que es pivote un jugador concreto de estos tres.) En definitiva, la distribu-
cidn de poder en el Parlamento de Cataluiia, 1999-2003 viene dada segin el
indice de Shapley-Shubik por los porcentajes de la tercera fila de 1a tabla si-
guiente. La segunda fila indica el porcentaje de escafios que ocupa cada par-
tido.

o iU PSC PP ERC 1C-v
Partido % % % % %

Escafos. ... ... ... 41,48 38,52 8,89 8,89 2.22

Poder ............. 50,00 16,66 16,66 16,66 0,00
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La tabla permite establecer comparaciones. Concluimos que la distribu-
cidén de poder no tiene demasiado que ver con la distribucion de escafios.
CiU y sobre todo PP y ERC se encuentran ¢n una posicion estratégica mejor
que la que parece sugerir para cada uno su porcentaje de escanos. En cam-
bio, el PSC se encuentra mucho peor. Por ultimo, IC-V no tiene ninguna re-
levancia estratégica pese a sus escafios.

Este ejemplo ilustra bien las relaciones que existen en general entre peso
y poder en los juegos de mayoria ponderada:

* A pesos iguales, igual poder.

*+ A mayor peso, mayor o igual poder.

s Peso positive no implica poder positivo.

¢ Las diferencias en (porcentajes de) peso no se traducen en diferencias
similares e¢n poder; en ocasiones, ni siquiera producen diferencias de poder.

Ejemplo 20 (Dictadores y vetos). El cdlculo del poder mediante pivotes
nos permitira obtener resultados generales acerca de los dos tipos destacados
de jugador que intervienen a veces en un juego simple: el dictador y, mas en
general, los jugadores con veto.

Dictadura. El poder de un dictador es siempre el 100 por 100.  En efec-
to, basta con observar que en cualquier permutacion el pivote es siempre ¢l
dictador.

Veto (no dictatorial). En este caso, conviene destacar cuatro propiedades.

1. Todos los jugadores con veto tienen el mismo poder. Es inmediato,
por tratarse de jugadores equivalentes.

2. Un jugador con veto tiene mas poder que cualquier otro. En efecto,
sea i un jugador con veto y j un jugador sin veto. En cada permutacion en la
que j sea pivote, i precede a j. Intercambiando sus posiciones obtenemos otra
permutacion en la que i es pivote. Por tanto, @;[u] < @,[u]. Para ver que la
desigualdad es estricta, sea S € W™ una coalicién que no contiene a j. Pode-
mos escribir como minimo (s - 1)!(n — 5)! permutaciones en las que i es pi-
vote v j no, iniciandolas con los elementos de § \{i} y colocando a i en la po-
sicion s, Estas permutaciones no provienen de las del tipo anterior (es decir,
intercambiando 1 vy j, €ste no pasaria a ser pivote), lo que demuestra que
@,[u] < Pifu).

3. El maximo poder no dictatorial de un jugador con veto en un juego
simple con n jugadores es 1 — 1/n. En efecto, si queremos que un jugador, di-
gamos el 1 para fijar ideas, tenga el maximo poder no dictatorial, debera ser
pivote en todas las permutaciones exceptuando aquéllas en las que sea el pri-
mer elemento. Esto sc consigue en el juego definido por

Wm = ({1, 2}, {1, 3}, ., {L, n}}
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y es inmediato entonces que
—(n =D
(I)][u] = El;_(_n—l)' = ]—l

n! n

4.  El minimo poder de un jugador con veto en un juego simple con n
Jjugadores es 1/n. Teniendo en cuenta la propiedad 2, es obvio que un juga-
dor con veto tendra el minimo poder si tedos los jugadores tienen veto. Esto
se consigue con el juego de unanimidad un, definido por W™ = {N} o por
un =[n; 1, , 1]. Al ser un juego de mayoria tenemos, segun el ejemplo
17, @j[u] = lfn para todo 1 € N.

Ejemplo 21 (Congreso de los Estados Unidos). Aunque los calculos rela-
tivos a la aplicacion del indice de Shapley-Shubik a este ejemplo son labo-
riosos y no los detallaremos, creemos oportuno dar su resuitado desde el mo-
mento en que hemos mencionado este organismo (ejemplo 8). El poder del
presidente es

Dpu] = 16,0470 %,

Evidentemente, todos los senadores tienen el mismo poder porque son
jugadores equivalentes. Lo mismo ocurre con los representantes. La suma
del poder de todos los senadores (lo que podriamos denominar el poder del
Senado) es

100

=3 ®Ju] = 43,7418 %
s-1

micntras que lo que llamariamos poder de la Camara de Representantes es

5

35
Drlu] = Z ®;[u] = 40,2112 %.
r=1
Esto da una idea del reparto del poder entre las tres Camaras del Congre-
so: el Senado tiene un poder algo superior al de la Ciamara de Representantes
y el presidente un poder bastante inferior. De todos modos, comparando los
poderes individuales del presidente, un senador y un representante, s¢ ob-
tiene

®plu] : Osfu] : dfu] = 350 : 9 ; 2

de modo que ¢l presidente tiene un poder casi 39 veces-superior al de un se-
nador y cada senador tiene un poder 4,5 veces supertor al de un representan-
te. A pesar de la pérdida del derecho de veto tras la enmienda de 1a Constitu-
ciém, el poder del presidente es notable.
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7.  UN EJEMPLO DETALLADO: SEGUNDA PARTE

Ejemplo 22 (Empresa participada). Como hemos visto al presentarla
(ejemplo 11), esta situacion queda descrita por el juego de mayoria pon-
derada

u = [50,01; 36,25, 34,50, 15,50, 13,75]
donde la coleccion de las coaliciones ganadoras minimales es
CWe = {23, {1, 3), {2, 3, 41

En este juego no hay dictador ni jugadores con veto, pero las empresas 2
y 3 son equivalentes. Escribimos las 24 permutaciones posibles y sefiala-
mos: a} con un asterisco las que tienen como pivote a la empresa 1; &) con
dos asteriscos las que tienen como pivote a la empresa 2.

**(1,2,34) *(2,1,3,4) *(3.1,24) **(4,1,2,3)
**(1,2.43) * (2,1,4.3) *{3,1,4.2) (4,1,3.2)
(1.3,24) *(2,3,1,4) *(3.2,1,4) * (4,2,1,3)
(1,3,4.2) (2,3.4,1) (3,2,4,1) (4,2,3,1)
**(1,4,2,3) *(2,4,1,3) *(3,4,1.2) *(4.3,1,2)
(1,43.2) (2.4,3,1} ** (3,4,2,1) **(432,1)

Por tanto, @ [u] = 10/24 = 41,66 por 100 por un lado, ®:[u] = 6/24 =
= 25,00 por 100 por otro y, en consecuencia, ®s{u] = 25,00 por 100 por ¢l
axioma de jugadores equivalentes y ®s[u] =1 - 22/24 =2/24 = 8,33 por 100
por el axioma de eficiencia.

Mediante célculos semejantes, podemos obtener la distribucion de poder
en cada uno de los supuestos formulados en el ¢jemplo 11 y contestar a todas
las preguntas que nos haciamos alli.

La primera tabla nos indica, en su primera fila numérica, el porcentaje
inicial de peso de cada empresa. Después muestra la distribucién inicial de
poder ¢n la fila (0) y las distribuciones de poder cuando se producen las va-
riaciones de pesos indicadas en €l ejemplo 11, es decir:

1. Siel Ayuntamiento de Barcelona (empresa 1) compra un 5 por 100

de acciones a cada una de las empresas restantes. El juego es ahora u, =
= [50,01; 51,25, 29,50, 10,50, 8,75] y

W= {1}
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2. Sisolamente el Grupo Zeta (empresa 4) vende un 5 por 100 al Ayun-
tamiento. En este caso ¢l nuevo juego queda definido por vz =[50,01; 41,25,
34,50, 15,50, 8,75] y, por tanto,
W,m = {1, 2%, {1, 3}, {2, 3, 4}1.

3. Siel Grupo Zeta vende un 5 por 100 a Televisio de Catalunya (em-
presa 2). Esto nos da el juego us = [50,01; 36,25, 39,50, 15,50, 8,75], donde

WBm = {{l’ 2}5 {l: 3}: {2) 3}}

Ayuntamiento Televisio
de Barcelona de Catalunya Cader'}/a SER Grup; Zeta
G, (4 a
Yo Y0
Peso 36,25 34,50 15,50 13,75
(0) 41,66 25,00 25,00 8,33
m 100,00 0,00 0,00 0,00
(2} 41,66 25,00 25,00 8,33
3) 33,33 33,33 33,33 0,00

Al comparar las dos primeras filas observamos que, como en el ejemplo
del Parlamento de Catalufia, 1999-2003, hay claras diferencias entre peso y
poder. E1 1,75 por 100 de diferencia entre el Ayuntamiento de Barcelona y
Televisio de Catalunya (TVC) es muy importante, al igual que el 1,75 por
100 que separa a la Cadena SER del Grupo Zeta. En cambio, el 19 por 100
de ventaja de TVC sobre 1a Cadena SER no tiene ningtin efecto sobre la dis-
tribucién de poder. Dicho de otra forma, ¢l Ayuntamiento de Barcelona y so-
bre todo la Cadena SER obtienen el mejor rendimiento de sus acciones en
términos de poder. Las otras dos empresas estan en peores condiciones. Sin
embargo, el Grupo Zeta dispone de cierto poder pese a ser el socio menos
importante en la participacion de Barcelona TV.

Contrastemos la distribucion inicial de poder dada por la fila (0) con las
siguientes. En primer lugar, la compra por parte del Ayuntamiento de Barce-
lona de un 5 por 100 de acciones a cada una de las demas empresas coloca al
ente publico en posicion de dictador, lo que queda perfectamente reflejado
en la distribucién de poder de la fila (1).

La venta de un 5 por 100 de acciones del Grupe Zeta al Ayuntamiento no
produce ninguna variacién en la lista de las coaliciones ganadoras minimales
ni, por tanto, en la distribucién de poder, dada ahora por la fila (2), que de-
pende exclusivamente de esa lista. En cambio, ¢l paso de ese 5 por 100 de
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acciones del Grupo Zeta a TVC trastoma totalmente la situacion: convierte
al Grupo Zeta en un jugador nulo, y por tanto con poder 0, y en jugadores
equivalentes a las otras tres empresas pese a las diferencias notables en los
porcentajes de acciones que controlan. La fila (3) refleja adecuadamente esta
equivalencia y vemos que TVC no consigue superar en poder al Ayunta-
miento de Barcelona pero si igualarlo, al tiempo que esta operacion aumenta
la importancia estratégica de la Cadena SER sin que esta empresa haya inter-
venido en ella.

La segunda tabla nos indica de nuevo, en su primera fila numérica, el
porcentaje inicial de peso de cada empresa. Después muestra la distribucion
inicial de poder en la fita (1/2) y las distribuciones de poder cuando se pro-
ducen las variaciones de cuota indicadas en el ejemplo 11, es decir:

(3/5) Seexige una mayoria de 3/5, es decir, del 60 por 100 de acciones,
para la aprobacion de una propuesta. El juego es ahora usys = [60; 36,25,
34,50, 15,50, 13,75]) vy, por tanto,

W]TS = {{]" 2}’ {l’ 3! 4}? {2: 35 4}}-
(2/3) Seexige una mayoria de 2/3, es decir, del 66,66 por 100 de accio-

nes, para la aprobacion de una propuesta. El juego es ahora wi = [66,66;
36,25, 34,50, 15,50, 13,75] v, por tanto,

W= {1, 2}}.
Ayuntamicnto Televisi Cen X
de Barcelona de Catalunya Cader"l/d SER Grupl; Zeta
% 0/6 a (]

Peso 36,25 34,50 15,50 13,75
(1/2) 41,66 25,00 25,00 8,33
(3/5) 33,33 3333 16,66 16,66
21 50,00 50,00 0,00 0,00

Como vemos en la tabla, el aumento de la mayoria exigida minimiza ain
mas las diferencias entre los porcentajes de acciones. Con mayoria de 3/5, el
Ayuntamiento de Barcelona y TVC quedan con ¢l mismo poder, y lo mismo
les ocurre a la Cadena SER y el Grupo Zeta, que pasan a ser lambién jugado-
res equivalentes. Al pasar a mayoria de 2/3, las dos empresas principales en
la participacion adquieren veto, mientras las otras dos pasan a ser jugadores
nulos y aquéllas se reparten equitativamente todo el poder.
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Creemos que este ejemplo detallado demuestra que ¢l indice de Sha-
pley-Shubik es una buena medida numérica del poder (léase importancia es-
tratégica) de los agentes que intervienen ¢n un mecanismo de toma de deci-
siones. También demuestra que ¢l indice posee una acusada sensibilidad a
los cambios que se producen en el juego: en este caso, cambios en la distri-
bucidén del accionariado © en la condicion de mayoria exigida. (Esta obser-
vacion es extensible al valor de Shapley como concepto de solucién para to-
dos los juegos cooperativos en general.)

8. JUEGOS IMPROPIOS

Ejemplo 23 (Un juego impropio). El juego simple mas sencillo entre
los que no pueden representarse como juegos de mayoria ponderada es el
que hemos propuesto en el ejemplo 7. Es un juego u con n = 4 jugadores
cuya lista de coaliciones ganadoras minimales es

wm = {{1, 2}, {3, 4}}.

En este caso, hay dos pares de jugadores equivalentes entre si: 1 y 2 por
una parte, y 3 y 4 por otra. Calculando mediante pivotes la distribucién de
poder, el lector obtendra ficilmente

®i[u] = Dfu] = Da[u] = Dafu] = 1/4.

Esto ilustra que ser jugadores equivalentes es suficiente pero no necesa-
rio para tener igual poder. (De hecho, en casos como éste existe una simettia
«de orden superior» a la mera equivalencia que es la que provoca que el po-
der sea constante.)

Este juego tiene una caracteristica singular entre todos los que hemos es-
tudiado: existen coaliciones ganadoras disjuntas, ¢s decir, sin elementos co-
munes, que en este caso son {1, 2} y {3, 4}. Se dice que estos juegos simples
son impropios porque pueden presentar dificultades de interpretacion como
representacion de mecanismos de toma de decisiones, por lo que dedicare-
mos a este punto la observacion siguiente. Recordando la definicion de jue-
go superaditivo, no es dificil demostrar esta propiedad:

e Un juego simple u es superaditivo, es decir, verifica (S O T) 2 u(S) +
+w(T) cuando S T =@, si y sélo si cada dos coaliciones ganadoras mi-

nimales tienen interseccion no vacia: 8 T # @ para cualesquiera S,
T e Wm
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Observacion 24. Los mecanismos de decision colectiva por votacion
suelen aplicarse en dos tipos de situaciones: 1) cuando se presentan dos al-
ternativas y hay que elegir una de ellas forzosamente; 2) cuando se presenta
una sola propuesta para modificar un stafu quo ya existente.

Como ilustracién, supongamos que los socios que participan en Barcelo-
na TV se enfrentan a la cuestion siguiente: elegir, entre dos candidatos bien
cualificados, al sustituto del director general de programacion de la emisora,
que acaba de presentar una dimision irrevocable. Esta es una situacién del
tipo 1. Supongamos, e¢n cambio, que deben decidir sobre la propuesta de ex-
tender.la programacion de forma que se emita ininterrumpidamente las 24
horas del dia. Esta es una situacién del tipo 2, porque la desestimacién de la
propuesta simplemente deja las cosas como estaban (statu quo).

En el primer caso, es esencial que ¢l mecanismo corresponda a un juego
simple superaditivo, ya que de lo contrario podria darse un conflicto si una
coalicion ganadora apoyase la primera de las dos alternativas (candidatos, en
la ilustracion anterior) y otra coalicion, ganadora también, apoyase la segun-
da: ;jcual deberia entonces escogerse?

En este caso, conviene incluso que el juego sea fuerte, es decir, 1al que
dada una coalicion y su complementaria una de las dos sea ganadora. Un
juego superaditivo y fuerte se denomina decisivo, y podemos resumir las dos
condiciones a la vez en una sola: un juego simple v, definido por la colec-
cion W, es decisivo si y solo st se cumple que

Se W NVS ¢ Wparatoda S c N,

Si el juego es superaditivo pero no decisivo, puede darse la posibilidad
de que ninguna de las alternativas cuente con votos suficientes para ser ele-
gida. Esta dificultad, no tan grave como la que se derivaria de un juego im-
propio, puede subsanarse reformulando la disyuntiva (por ejemplo, abriendo
un nuevo periodo de presentacion de candidaturas en la ilustracidn anterior).

En el caso de la cuestion 2, la superaditividad no es crucial. Se da, sim-
plemente, una lista de las coaliciones que pueden promover una accion: si al-
guna de ellas vota afirmativamente, la accién (modificacion del statu quo) se
lleva a cabo; si no, las cosas siguen como antes. Podriamos decir que en este
caso no hay urgencia de decidir Cualquier juego simple no nulo es, en prin-
cipio, adecuado para tomar decisiones de esta indole. Si el juego, superaditi-
vo 0 no, no es fuerte, la consecuencia es solamente una pérdida de decisivi-
dad semejante a 1a que ya hemos comentado con respecto a la cuestion 1.

En definitiva, la medida de poder que hemos propuesto se aplica perfec-
tamente tanto a juegos (simples) superaditivos como a juegos impropios,
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puesto que no tiene nada que ver con el tipo de cuestion sobre el que deciden
los agentes del sistema que representamos mediante un juego simple.

Ejemplos 25. llustraremos ¢l comentario anterior mediante dos ejem-
plos de lo que podriamos Hamar también poder de accicn.

1. Supongamos que una empresa se encuentra en mala situacion eco-
némica. Sus acreedores son las empresas 1, 2, 3 y 4. Supongamos que, por ¢l
volumen de las deudas acumuladas, las coaliciones minimas de acreedores
que pueden instar ante un juez, con garantias de éxito, la declaracion de
quiebra o suspension de pagos de la empresa deudora son las siguientes:

Wwm = {1}, {2, 3, 4}}.

Esta lista define un juego simple (impropio) u. Aplicando el indice de
poder de Shapley-Shubik a este juego obtenemos

®d[u] = (9/12, 1/12, 1/12, 1/12),

lo que nos muestra de forma numeérica precisa la capacidad individual de
cada empresa para lograr cl objetivo: la declaracion de quiebra o suspension
de pagos por parte del juez. (Conviene observar en este juego que, aunque el
jugador 1 forma por si solo una coalicion ganadora, re es dictador, porque
existen otras coaliciones ganadoras minimales. Esto es posible porque el
Jjuego es impropio, y se dice a veces que un jugador de este tipo es un juga-
dor capaz. Encontramos esta situacion también en el ejemplo siguiente.)

2. Supongamos ahora que cuatro empresas, 1, 2, 3 y 4, dominan el
mercado relativo a un producto determinado y que, por su implantacion, los
grupos minimos de empresas que disponen de capacidad para influir en los
consumidores € imponer alguna moda o alguna tendencia en ellos son los si-
guientes:

W= {1}, 12, 3}, {2, 4}, {3, 4}}.
Aplicando de nueve el indice de Shapley-Shubik resulta
Dlu] = (172, 1/6, 1/6, 1/6),

y esta valoracion indica también aqui la capacidad individual de cada em-
presa para influir en los consumidores en ¢l sentido que hemos indicado.
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9. LECTURAS ADICIONALES

El concepto de juego cooperativo y los fundamentos del valor de Sha-
pley como concepto de solucién pueden verse en [1]. Un cuerpo tedrico mu-
cho mas extenso y, en ocasiones complejo, se encuentra en [10], un clasico
de la Teoria de Juegos.

El trabajo original de Shapley [12] y su colaboracioén con Shubik para
definir el indice de poder [14] han sido reeditados recientemente e incluidos
en [11]. E! tratamiento propuesto por Shapley para los juegos simples y que
hemos seguido aqui puede hallarse en [13]. La axiomatizacion del indice de
poder como solucion restringida a los juegos simples fue propuesta en [8].

La continuacion natural de las aplicaciones del indice de poder se basa
en la idea de valor coalicional introducida por Owen [92]. Pueden encontrarse
aplicaciones de esta indole en [2], [3], [4], [5] v [6].

Por Gltimo, [7] es una introduccion no técnica a la Teoria de Juegos que
contiene un ultimo capitulo dedicado a los sistemas de decision y las distri-
buciones de poder. Su lectura es amena.

REFERENCIAS

1. Amer, R, F. Carreras y A, MAGARA: «Juegos cooperativos y valor de Sha-
pley», Alta Direccion, pendiente de publicacion, 2002, y Documento de Traba-
jo MA2-I1T-01-00003, Universidad Politécnica de Catalufia, 2001.

2. Canrreras, F: «Cooperacidn y Defensan, Questiio, 17, 1993, 103-134.

3. Carreras, F. y G. Owen: «Evaluation of the Catalonian Parliament,
1980-1984n, Mathematical Social Sciences, 15, 1988, 87-92.

4. Carreras, F. y G, Owen: «Valor cealicional y estrategias parlamentarias», Re-
vista Espafiola de Investigaciones Sociologicas, 71-72, 1995, 1537-176.

5. Canreras, F. vy G. Owen: «An analysis of the Euskarian Parliament», en Co-
Hective Decision-Making: Social Choice and Political Economy, editado por
N. Schofield, Kluwer Academic Publishers, 1996, 251-263.

6. Carreras, F., 1. Garcia-Jurano y M. Pacios; «Estudio coalicional de los Parla-
mentos Autondmicos de Régimen Comun», Revista de Estudios Politicos, 82,
1993, 159-176.

7. Davis, M. D.: Introduccion a la teoria de juegos, 47 ed., Alianza Editorial,
1986.

8. Dusty, P «On the uniqueness of the Shapley valuew, International Journal of
Game Theory, 4, 1975, 131-139.

9. Owekn, G.: «Values of games with a priori unions», en Essays in Mathematical
Economics and Game Theory, editado por R. Henn y O. Moeschlin, Sprin-
ger-Vertag, 1977, 76-88.

10. Owen, G.: Game Theory, 3 ed., Academic Press, 1995

135




1.

12.

13.

i4.

RAFEL AMER, FRANCESC CARRERAS Y ANTONIO MAGARA

Roth, A. E. (ed.): The Shapley value: Essays in honov of Lioyd S. Shapley,
Cambridge University Press, 1988,

Suarptey, L. 8. «A value for n-person games», en Contributions to the Theory
of Games II, volumen especial editado por H. W. Kuhn y A. W. Tucker, Annals
of Mathematical Studies, 28, 1953, 307-317.

SuapLEY, L. 8. «Simple games: an outline of the descriptive theory», Behavio-
ral Science, 7, 1962, 59-66.

SuapLey, L. S, y M. Snusik: «A method for evaluating the disiribution of pe-
Wwer in a committee systemy, dmerical Political Science Review, 48, 1954,
787-792.

136






