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Resumen

Este estudio analiza como los docentes en formaciéon de matematicas participan
en procesos de generalizacion matematica en entornos de aprendizaje basados
en juegos. Aunque este enfoque ha ganado atencion en la educacion matematica,
la investigacion previa se ha centrado principalmente en la motivacion, la partici-
pacion y el rendimiento, mientras que ha prestado menos atencion al desarrollo
de la generalizacion matematica. En particular, sigue siendo limitada la compren-
sion de cémo los docentes en formacion transitan de experiencias concretas de
juego hacia el razonamiento simbdlico y las generalizaciones formales, asi como
de la relacion de estos procesos con la justificacion y la demostracion.

Para abordar esta laguna, se adopté un diseno cualitativo de estudio de casos
multiples con 28 docentes en formacién matriculados en un curso de Ensefianza
de las Matematicas con Juegos en una universidad publica. Desde una perspec-
tiva constructivista y de resoluciéon de problemas, se analiz6 cémo las acciones,
representaciones y discusiones durante el juego contribuyen a la construccion
de generalizaciones. Los datos se recopilaron mediante observaciones en el aula,
grabaciones de discusiones en grupo, producciones escritas y notas de campo.
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Los participantes jugaron, registraron observaciones, identificaron patrones e
intentaron formular y justificar generalizaciones. El analisis cualitativo se apoyo
en ejemplos del discurso y de los trabajos escritos. Los resultados muestran que
la mayoria de los participantes generaron predicciones e inferencias basadas en
razonamiento intuitivo. Sin embargo, muchos tuvieron dificultades para formular
enunciados matematicos generales y justificar formalmente sus conclusiones.
Estos hallazgos evidencian desafios persistentes en la relacion entre generaliza-
cién y demostracion y destacan la necesidad de un apoyo pedagdgico estructu-
rado para transformar ideas exploratorias en generalizaciones matematicamente
justificadas.

Palabras clave: Educacion matematica, Juegos matematicos, Generalizacion
matematica, Docentes en formacién, Estudio de caso

Abstract

This study investigates how pre-service mathematics teachers engage in mathe-
matical generalization within game-based learning environments. Although
game-based learning has gained increasing attention in mathematics education,
existing research has largely emphasized engagement, motivation, and achie-
vement, with comparatively limited focus on how such environments support
the development of mathematical generalization processes. In particular, little
is known about how pre-service teachers transition from concrete gameplay
experiences to symbolic reasoning and formal mathematical generalizations, or
how these processes relate to justification and proof. Addressing this gap, the
study employed a qualitative multiple case study design involving 28 pre-service
mathematics teachers enrolled in a Teaching Mathematics with Games course at
a public university. Grounded in constructivist and problem-solving perspectives,
the study examined how participants’ actions, representations, and discussions
during gameplay contributed to emerging generalizations. Data were collected
through classroom observations, audio-recorded whole-class and small-group
discussions, participants’ written artifacts produced during gameplay, and resear-
cher field notes. Participants played mathematical games, documented observa-
tions, identified patterns, and attempted to formulate and justify generalizations.
The data were analyzed using qualitative analysis techniques supported by illus-
trative excerpts from participants’ discourse and written work. Findings indicate
that most participants actively generated predictions, drew inferences, and relied
on intuitive reasoning during gameplay. However, many experienced difficulties
in constructing valid and general mathematical statements and in justifying their
conclusions through formal reasoning. These results reveal persistent challenges
in the interconnected practices of generalization and proof, despite the explora-
tory and engaging nature of game-based environments. The study highlights the
need for structured pedagogical support to help pre-service teachers transform
exploratory insights into mathematically justified generalizations.

Keywords: Mathematics education, Mathematical games, Mathematical generali-
sation, Pre-service teachers, Case study
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Introduccion

La generalizacion, entendida como el proceso de discernir patrones, estruc-
turas y relaciones generales a partir de casos especificos, se sitia en el
nuicleo del razonamiento matematico y del desarrollo del conocimiento
(Tall et al., 2012; Mason et al., 2010). Va mas alla del simple reconocimiento
de patrones, ya que incluye la formulacion de enunciados que se mantie-
nen mas alla de los casos observados y la justificacion de su validez gene-
ral, constituyendo una base para el pensamiento algebraico y la demos-
tracién (Carpenter & Franke, 2001; Kieran, 2004; Stylianides, 2007). Como
piedra angular de la competencia matematica, la generalizacion se enfatiza
en los estandares curriculares (National Council of Teachers of Mathema-
tics [INCTM], 2000) y requiere un compromiso cognitivo sofisticado. Mason
(2010) subray6 su centralidad, argumentando que el pensamiento mate-
matico depende del reconocimiento y cultivo de la generalizacion. Por lo
tanto, comprender como los aprendices—en particular los futuros profe-
sores de matematicas—desarrollan competencias de generalizaciéon consti-
tuye una preocupacion clave en la investigacion en educacion matematica.

Docentes en formacién (PTs), como facilitadores del razonamiento
matematico, deben enfrentarse ellos mismos a la generalizacién y la
demostracion. La investigaciéon muestra tanto su potencial como los desa-
fios persistentes en estas areas. Los estudios distinguen entre la generali-
zacion expresiva (construccion de afirmaciones generales) y la generali-
zacion receptiva (reconocimiento de generalizaciones dadas), y enfatizan
la naturaleza dinamica de la actividad de generalizar (Ellis, 2007; Ellis
et al., 2012). Otras investigaciones documentan la dependencia de los
PTs de argumentos empiricos y sus dificultades para transitar hacia el
razonamiento deductivo (Stylianides, 2007; Weber, 2001). Involucrar a
los PTs en tareas ricas que exijan generalizacion vy justificacién se consi-
dera esencial para el desarrollo del conocimiento didactico del contenido
(Herbst & Chazan, 2011; Zaslavsky, 2005).

Si bien estos estudios aportan ideas sobre la generalizacion en tareas
tradicionales, se ha prestado menor atencién a cémo la generalizacion
se desarrolla en entornos de aprendizaje alternativos. Uno de estos con-
textos es el juego matematico, donde se sabe que los juegos aumentan
la participacion, reducen la ansiedad y promueven actitudes positivas
hacia las matematicas (Cai et al., 2006; Ernest, 1986; Lester et al., 2014).
Mais alla de los beneficios afectivos, los juegos ofrecen oportunidades
epistémicas distintivas: las estructuras matematicas estin integradas en
sistemas basados en reglas que requieren razonamiento estratégico y
prediccion (Juul, 2005; Koparan, 2019; Koparan, 2021; Koparan, 2022).
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El juego puede favorecer la exploracion corporalizada (Sinclair et al.,
2013), la formulacién de conjeturas de bajo riesgo y la identificacion
de relaciones estructurales (Ellis et al., 2012; Herbst & Chazan, 2011).
Los ciclos iterativos de retroalimentacién pueden ademas promover una
lucha productiva y el refinamiento de ideas (NCTM, 2000; Perrotta et al.,
2013).

A pesar de estas oportunidades, la investigacion empirica sobre como
los juegos apoyan los procesos de generalizacion y justificacion de los
PTs sigue siendo limitada. Los estudios existentes suelen centrarse en la
motivacién o el rendimiento, mientras que las dimensiones cognitivas y
epistemologicas de la generalizacion en contextos basados en juegos—
particularmente en quienes aprenden a ensefiar matematicas—permane-
cen poco exploradas. Esta laguna es relevante, ya que las experiencias de
razonamiento de los PTs influyen en sus futuras practicas de ensefianza
(Zaslavsky, 2005).

El presente estudio aborda esta laguna examinando cémo los futuros
profesores de matematicas de educacién secundaria desarrollan genera-
lizaciones matematicas mientras participan en juegos matematicos estra-
tégicos. Mas que limitarse a documentar que ocurren generalizaciones, el
estudio investiga su naturaleza, los procesos mediante los cuales emergen
y como las caracteristicas de los juegos pueden apoyar o limitar la genera-
lizacién y la justificacion. La pregunta de investigacion que guia el estudio
es: ¢Como la participacion en juegos matematicos estratégicos moldea los
procesos de generalizacion matematica de los docentes en formacion y
sus enfoques para desarrollar y validar afirmaciones generales?

Proposito y preguntas de investigacion

Este estudio tiene como objetivo examinar cémo los docentes en fore
macion desarrollan generalizaciones matematicas mientras participan en
juegos matematicos. Especificamente, busca comprender los procesos,
representaciones y estrategias de razonamiento implicados en la genera-
lizacién dentro de contextos basados en juegos. La pregunta principal de
investigacion es: ;Como se desarrolla el proceso de derivacién de gene-
ralizaciones matematicas cuando los docentes en formacion participan
en juegos matematicos? Para abordar esta cuestion, el estudio explora las
siguientes subpreguntas:
1) ¢(Como llegan los docentes en formacion a generalizaciones mien-
tras juegan juegos matematicos?
2) ¢Qué tipos de generalizaciones y estrategias utilizan los docentes
en formacion en estos contextos?
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3) ¢(Qué formas de representacion emplean los docentes en forma-
cion al expresar generalizaciones?

4) ¢Qué dificultades encuentran los docentes en formacion en el pro-
ceso de generalizacion?

Al centrarse en la emergencia de la generalizaciéon matematica en el
contexto del juego, este estudio aporta a la literatura una perspectiva
orientada a procesos y pone de relieve como los entornos basados en
juegos pueden tanto favorecer como limitar el desarrollo de la genera-
lizacion y la justificacion en los docentes de matematicas en formacion.

Método

Esta seccion presenta el marco metodolégico del estudio, incluyendo
el disefio de la investigacion, las caracteristicas de los participantes y el
contexto de investigacion, el marco tedrico, los procedimientos de reco-
leccién de datos y el proceso de analisis de datos. Se adopté un enfoque
cualitativo de estudio de casos multiples para investigar co6mo emergen
los procesos de generalizacion matematica en entornos de aprendizaje
basados en juegos.

Disefo de la investigacion

Este estudio adopté un disefio cualitativo de estudio de casos multiples
(Stake, 20006; Yin, 2018) con el fin de explorar cémo emergen los proce-
sos de generalizacion matematica en entornos de aprendizaje basados en
juegos entre docentes en formacion de matematicas de educacién secun-
daria inferior. El enfoque de estudio de caso se considerd apropiado, ya
que permite un examen en profundidad de procesos cognitivos comple-
jos dentro de su contexto instruccional natural. Cada implementacion
didactica basada en juegos fue tratada como un caso delimitado, lo que
permitié examinar los procesos de generalizacion de los participantes en
distintos contextos matematicos. El estudio se sustenté en un paradigma
cualitativo interpretativo orientado a comprender cémo los participan-
tes construyen significado a través de la interaccién, la discusion y la
reflexion. Este disefio permitié a los investigadores captar la naturaleza
dinamica, socialmente mediada y dependiente del contexto de la genera-
lizacién matematica tal como se desarroll6 durante el juego.

Participantes

Los participantes estuvieron conformados por 28 docentes en forma-
cion de matematicas de educacion secundaria inferior (17 mujeres y 11
hombres; edad media = 19.72), matriculados en un programa de for-
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macion docente de grado en una universidad publica. En el momento
del estudio, cursaban el segundo afio de un programa de cuatro afios y
estaban inscritos en la asignatura optativa Enseiianza de las Matemditi-
cas a través de Juegos durante el semestre de otofio del afio académico
2022-2023. Los participantes fueron seleccionados mediante muestreo
intencional (Patton, 2015), especificamente a través de una estrategia de
caso tipico (Gerring, 2007).

El estudio se llev6 a cabo en la facultad de educacién donde los inves-
tigadores estaban adscritos, lo que facilité el acceso y la observacion
sostenida en el aula. Este contexto se consider6é adecuado, ya que pro-
porcion6é un entorno instruccional auténtico en el que los docentes en
formacién participaron de manera sistematica en actividades con juegos
matematicos como parte de su programa formal de formaciéon docente.

Los criterios de inclusion requerian que los participantes (a) estuvie-
ran oficialmente matriculados en el programa de formacién docente en
matematicas de educacion secundaria inferior, (b) estuvieran inscritos en
la asignatura Ensefianza de las Matemdticas a traveés de Juegos durante el
semestre de implementacién, (¢) no hubieran cursado previamente esta
asignatura, y (d) firmaran un consentimiento de participacién volunta-
ria. Todos los docentes en formacion matriculados en el curso cumplian
estos criterios vy, por tanto, fueron incluidos en el estudio.

En lugar de buscar la generalizacion estadistica, el estudio tuvo como
objetivo lograr una comprension profunda y contextualizada de los pro-
cesos de razonamiento de los participantes; en consecuencia, el muestreo
intencional se aline6 con los objetivos interpretativos de la investigacion
cualitativa de estudio de caso. La estructura del curso enfatizé la resolu-
cion colaborativa de problemas, la discusion y la reflexion, creando un
entorno de aprendizaje socialmente interactivo. Estas interacciones entre
pares brindaron oportunidades para la construcciéon compartida de sig-
nificados y favorecieron el desarrollo de generalizaciones matematicas a
través del didlogo y el razonamiento colectivo, en consonancia con las
perspectivas socioculturales del aprendizaje (Vygotsky, 1978).

Marco teodrico
El estudio se guié por un marco teodrico integrado que orient6 el disefio
del entorno de aprendizaje, el desarrollo de los instrumentos de recogida
de datos y el enfoque analitico utilizado para interpretar los procesos de
generalizaciéon matematica de los participantes. Se operacionalizaron de
manera interconectada tres perspectivas complementarias.

Las etapas de representacion enactiva—iconica-simbolica de Bruner
(1961) orientaron el disefio instruccional y la codificacion analitica de
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las representaciones. Los juegos seleccionados requerian que los partici-
pantes primero se involucraran en una interaccion enactiva mediante el
juego fisico o basado en reglas, luego transitaran hacia representaciones
iconicas como diagramas, bocetos o seguimiento visual de patrones, y
finalmente expresaran su razonamiento mediante generalizaciones sim-
bélicas (por ejemplo, reglas algebraicas o enunciados generales verba-
les). Esta progresion guid tanto la estructura de las consignas en el aula
(por ejemplo, alentar a los estudiantes a “mostrar”, “dibujar” y “expresar
de forma general”) como el anilisis de los productos escritos y las dis-
cusiones, donde las representaciones se codificaron seguin estos niveles.

La perspectiva socioconstructivista de Vygotsky (1978) orient6 el
disefio de las interacciones en el aula y la interpretacion de los datos
discursivos. Las tareas se estructuraron intencionalmente para incluir una
exploracién individual seguida de discusiones en grupo, permitiendo
a los participantes refinar y formalizar sus ideas mediante el dialogo.
Durante el analisis de datos, las discusiones grabadas en audio se exami-
naron para identificar momentos de construccion de significado mediada
socialmente, como cuando los participantes construian sobre las ideas de
sus compaferos, negociaban conjeturas o reformulaban colectivamente
observaciones informales en enunciados mas generales. Esta perspectiva
concibe la generalizacién como un proceso socialmente situado, mas que
como un acto cognitivo puramente individual.

El ciclo de resolucién de problemas de Polya (1945) orient6 tanto el
disenio de las tareas basadas en juegos como el anilisis de los proce-
sos de razonamiento. Los juegos fueron seleccionados porque requerian
de manera natural que los participantes comprendieran la situaciéon del
problema, exploraran estrategias, probaran conjeturas emergentes y refi-
naran su razonamiento, reflejando las etapas de Polya. En la fase de ana-
lisis, las trayectorias de solucion de los participantes se examinaron en
busca de evidencia de estas etapas, particularmente la transiciéon desde el
razonamiento exploratorio hacia la formulacion de reglas generalizadas
y los intentos de justificacion.

En conjunto, estos marcos no funcionaron como referencias tedricas
abstractas, sino como lentes practicos que guiaron el disefo de tareas,
dieron forma a la recoleccion de datos (por ejemplo, consignas, estruc-
tura de discusion, recopilacion de productos) y estructuraron el analisis
de representaciones, discurso y procesos de resoluciéon de problemas.
Este enfoque integrado permitié captar la generalizacién matematica
como un proceso dinimico que emerge a través de la accion, la interac-
cién y la formalizacién reflexiva en contextos de aprendizaje basados en
juegos.
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Recoleccion de datos

La recoleccion de datos se llevé a cabo durante el semestre de otofio del
ano académico 2022-2023 y se extendié aproximadamente durante 14
semanas, correspondientes a la duracién completa del curso Ensefianza
de las Matematicas a través de Juegos. Los datos se recopilaron durante
sesiones regulares del curso en las que se implementaron actividades
matematicas basadas en juegos. Este periodo prolongado permitié a los
investigadores rastrear el desarrollo de los procesos de generalizacion de
los participantes a lo largo de multiples ciclos instruccionales y experien-
cias de aprendizaje colaborativo.

El diseno instruccional incorpor6 cuatro juegos: Jumping Frogs Game,
Sliding Puzzle, Diagonal Game y Pizza Cutting Game, cada uno seleccio-
nado por su potencial para generar de manera natural la generalizacion
matematica. Los criterios de seleccion incluyeron oportunidades para el
reconocimiento de patrones, el uso de multiples representaciones y la
promocion de la interaccion social. Un resumen de estos juegos, inclu-
yendo sus estructuras y objetivos de generalizacién, se presenta en la
Tabla I. Fotografias que ilustran el entorno de aprendizaje y la participa-
cion de los estudiantes en actividades basadas en juegos se presentan en
la Figura I con fines contextuales; estas imagenes cumplen una funciéon
ilustrativa mas que analitica. La recoleccion de datos siguié el modelo
ciclico de tres etapas de Cobb (2000): disefio y planificacién, implemen-
tacion y analisis retrospectivo.

Disefio y planificacion

En esta etapa, los investigadores evaluaron cada juego en funcién de su
alineacion con las estructuras cognitivas de los docentes en formacion
y su potencial para provocar procesos de reconocimiento de patrones,
formulacién de conjeturas y expresion de generalizaciones. Se prepara-
ron consignas instruccionales y preguntas de discusién para apoyar la
emergencia del razonamiento matematico durante el juego.

Implementacién

El curso tuvo una duraciéon de 14 semanas; sin embargo, los cuatro
juegos centrales analizados en este estudio se implementaron en cua-
tro sesiones especificas de 90 minutos. En cada sesion, los participan-
tes primero trabajaron de forma individual (aproximadamente 15-20
minutos por tarea), seguido de discusiones grupales en las que se com-
partieron, compararon y refinaron las generalizaciones emergentes.
Las discusiones se centraron en estrategias de razonamiento, formas de
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representacion (por ejemplo, diagramas, expresiones simbolicas, reglas
verbales) y obstaculos epistemolégicos encontrados durante la resolu-
cion de problemas.

El primer autor también fue el instructor del curso vy, por lo tanto,
asumio un doble rol como docente e investigador. Durante las sesiones,
los investigadores facilitaron el entorno de aprendizaje, proporcionaron
materiales para el juego y formularon preguntas orientadoras destina-
das a ayudar a los participantes a identificar estructuras matematicas
subyacentes y a articular generalizaciones. Para reducir posibles sesgos
asociados a este doble rol, el segundo autor revisé los datos de manera
independiente durante la fase de analisis, y las decisiones analiticas se
discutieron de forma colaborativa.

Se recopilaron multiples fuentes de datos cualitativos para garantizar
la credibilidad y el rigor metodolégico mediante triangulacién. Estas
fuentes incluyeron grabaciones de audio de discusiones grupales y de
pequeiios grupos, que captaron el razonamiento verbal de los partici-
pantes y los procesos de construccion colaborativa de significado. Ade-
mas, los productos escritos generados durante el juego—como notas
de estrategias, bocetos, representaciones simbolicas y generalizacio-
nes escritas—proporcionaron informacién sobre cémo los participan-
tes externalizaban y refinaban su pensamiento matematico. Las notas
de campo de los investigadores documentaron observaciones del aula,
patrones de interaccion y episodios significativos de razonamiento mate-
matico, aportando profundidad contextual y apoyando la interpretacion
de los datos. En total, se recopilaron aproximadamente cuatro horas de
grabaciones de audio y mas de 112 paginas de productos escritos de los
estudiantes.

Andlisis retrospectivo

Después de cada sesion instruccional, el equipo de investigacion reviso
las notas de campo y las grabaciones de audio para identificar episo-
dios significativos de razonamiento matematico y los intentos emergen-
tes de generalizacion. Estas reflexiones informaron ajustes menores en
las tareas y en las consignas de discusion posteriores, en consonancia
con la naturaleza iterativa del marco de disefio de Cobb (2000). Todas
las grabaciones de audio fueron transcritas literalmente. Los productos
escritos se recopilaron y organizaron junto con las notas de campo para
preparar un conjunto de datos integral para el analisis cualitativo for-
mal descrito en la seccion de analisis de datos.
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Tabla 1. Algunos de los juegos utilizados para la generalizacion

Juego

Nombre del juego / Cé6mo se juega / Propdsito y reglas del juego

e

Juego de las ranas saltarinas (Individual — Grupo completo)

Este juego algoritmico tiene como objetivo intercambiar las ranas situadas a la iz-
quierda con las ranas situadas a la derecha. Las ranas solo pueden moverse en la
direccion en la que miran. Este movimiento es de dos tipos: si la piedra frente a la
rana esta vacia, la rana salta a esa piedra; si la piedra frente a la rana seleccionada
esta ocupada pero la siguiente esta vacia, puede saltar sobre la rana que tiene
delante. ¢Cudl es el numero minimo de movimientos necesarios para lograr este
objetivo, considerando que el nimero de ranas a la izquierda y a la derecha es n
y m, respectivamente? (Enlace: https://nrich.maths.org/content/00/12/game1/frogs/
index.html#/student/2/2)

Rompecabezas deslizante (Individual — Grupo completo)

En una estructura de tipo 4x4, las piezas pueden moverse ha-
cia arriba, abajo, derecha e izquierda. sEn cuantos movimientos
puede trasladarse la pieza verde hasta el espacio vacio amarillo?
¢Puedes predecir cudl sera el nimero minimo de movimientos en
una estructura de tipo nxn? Si tu prediccion es correcta, ¢puedes
explicar por qué? ;Puedes estimar el nimero minimo de movi-
mientos en una estructura de tipo mxn con m>n? ;Puedes justifi-
carlo? (Enlace: https://nrich.maths.org/games/sliding-puzzle

Juego de la diagonal (Individual — Grupo completo)

Considera un rectangulo de cuadrados unitarios de tipo 5x3. Dibuja la diagonal del
rectangulo. “;Puedes determinar la relacion entre el nimero de cuadrados unitarios
por los que pasa la diagonal y las longitudes de los lados del rectangulo?” Si tu con-
jetura es correcta, jpuedes generalizarla para rectangulos de tipo mxn?

Juego de corte de pizza (Individual — Grupo completo)

¢En cuantas partes se puede cortar una pizza con 5 cortes de cuchillo? ;Puedes de-
terminar el nimero maximo de partes en que se puede dividir la pizza con n cortes?
(Las partes no tienen que ser iguales).

En el Grafico I se presentan varias secciones del entorno de aprendi-
zaje basado en juegos.
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Grafico 1. Algunas secciones del entorno de aprendizaje

Las sesiones del curso se llevaron a cabo en un aula organizada con
mesas redondas para facilitar la interaccion cara a cara y el juego colabo-
rativo. La aprobacion ética del estudio se obtuvo del comité de ética ins-
titucional correspondiente antes de la recolecciéon de datos, y todos los
participantes proporcionaron su consentimiento informado. Esta investi-
gacion fue revisada y aprobada por el Comité de Etica en Investigacion
con Humanos de la Universidad Zonguldak Biilent Ecevit. Cédigo de
aprobacion: 96985. Fecha de aprobacion: 04.11.2021.

Anilisis de datos

Este estudio empled un disefio de investigacion cualitativo descriptivo—
exploratorio. El anilisis de datos se llevé a cabo como un proceso itera-
tivo y multinivel que combiné analisis continuo y retrospectivo.

El analisis continuo tuvo lugar a lo largo del proceso de instruccion.
Después de cada sesion, el investigador-docente registré reflexiones
detalladas y notas de observacion sobre las interacciones en el aula, los
movimientos estratégicos de los estudiantes, los patrones emergentes de
razonamiento y los momentos de generalizacién matematica observados
durante el juego. Este proceso analitico continuo orient6 las decisiones
instruccionales posteriores y permitié a los investigadores captar las tra-
yectorias de aprendizaje a medida que se desarrollaban.

El analisis retrospectivo se llevé a cabo tras la finalizacién de la secuen-
cia instruccional. En esta etapa, el conjunto completo de datos—inclu-
yendo grabaciones de audio, productos escritos y notas de campo—fue
reexaminado de manera holistica. Las respuestas escritas de los estu-
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diantes, diagramas, representaciones simbolicas y notas estratégicas fue-
ron revisadas sistematicamente y compiladas en un conjunto de datos
integrado para un analisis en profundidad. El analisis se centr6 en los
procesos de generalizacion de los docentes en formacién en entornos de
aprendizaje basados en juegos. Un marco analitico basado en las accio-
nes e indicadores presentados en la Tabla II gui6 este proceso, permi-
tiendo a los investigadores rastrear como los participantes progresaron
desde la comprension del contexto del juego hasta la produccion de
generalizaciones vy justificaciones.

Tabla Il. Acciones e indicadores en el proceso de generalizacion en juegos

Acciones Indicadores

Identificar cémo funciona el juego; determinar variables; examinar

Comprension del juego A . . .
casos iniciales o situaciones especificas

Organizar resultados utilizando listas, tablas, figuras, gréaficos o re-

Observacion ) S
presentaciones simbdlicas

Considerar pasos futuros desconocidos mediante el analisis de pa-

Desarrollo de estrategias
trones en los resultados

Formular conjeturas sobre todos los casos posibles basadas en resul-

Prediccion e inferencia ' . X S
tados experimentales, aungue aun no estén formalmente justificadas

Generar casos para poner a prueba predicciones e inferencias;
Probar—verificar-refutar  evaluar la correccién (a menudo limitada a casos especificos en
lugar de pruebas generales)

Generalizacion Formular enunciados que se consideran vélidos en general

Justificar o demostrar una generalizaciéon mediante razonamiento

Demostracion P
l6gico

El analisis de datos sigui6 un enfoque hibrido de codificacién induc-
tivo—deductivo (Timmermans & Tavory, 2012). En la primera fase, se utili-
zaron codigos tedricos deductivos derivados de las etapas representacio-
nales de Bruner, la perspectiva socioconstructivista de Vygotsky y el ciclo
de resolucion de problemas de Polya para enmarcar cémo las acciones,
interacciones y expresiones simbolicas de los estudiantes reflejaban eta-
pas de la generalizacion matematica.

En la segunda fase, se empled codificacion inductiva para identificar
desencadenantes emergentes especificos de los juegos (por ejemplo, el
colapso de una estrategia, la pérdida de un turno o resultados inespe-
rados) que provocaban cambios en el razonamiento. Durante esta fase,
también se examinaron los patrones de justificacion de los estudiantes
en relaciéon con marcos establecidos de demostracién y validacion en la
literatura de educacién matematica.

Revista de Educacién, 413. Julio-septiembre 2026, pp. 187-218.
Recibido: 23/11/2025  Aceptado: 26/04/2026



Koparan, T, Taylan Koparan, E. Cémo los juegos matemdticos configuran los procesos de generalizacion de los docentes en formacion: un
estudio de caso cudlitativo

En la tercera fase, se realiz6 un analisis microgenético (Siegler, 2006)
para rastrear como los procesos de generalizacion, tanto individuales
como grupales, evolucionaban a lo largo de sesiones sucesivas de juego,
permitiendo documentar el cambio conceptual a lo largo del tiempo.

La codificacion fue realizada por dos investigadores. El primer inves-
tigador es especialista en educaciéon matematica y dirigi6é la implemen-
tacion instruccional, mientras que el segundo investigador, fisico y
formador de docentes en educacion cientifica, participé de manera inde-
pendiente en las etapas de codificacion y analisis. En lugar de calcular
coeficientes de concordancia entre codificadores, el estudio empleé un
enfoque de codificacion por consenso. Ambos investigadores codificaron
inicialmente los datos por separado y posteriormente participaron en
reuniones sistematicas de comparacion para discutir discrepancias, nego-
ciar interpretaciones y alcanzar acuerdos sobre las decisiones finales de
codificacion. Este proceso fortalecié la profundidad analitica y redujo el
sesgo interpretativo individual.

Durante las sesiones de juego, tanto las discusiones en el aula como
las explicaciones escritas de los participantes se codificaron en conso-
nancia con el marco de acciones e indicadores presentado en la Tabla II.
De este modo, el razonamiento verbal, las interacciones entre pares y las
generalizaciones escritas construidas individualmente fueron analizados
bajo la misma estructura analitica, lo que permiti6 comparaciones con-
sistentes entre las distintas fuentes de datos.

Ademas, las representaciones de los participantes se clasificaron siste-
maticamente segin su forma, incluyendo descripciones verbales, tablas
numéricas, diagramas, modelos graficos y expresiones simbdlicas. Este
analisis representacional constituyé una capa analitica adicional que
complement6 el marco de codificaciéon basado en acciones. Permiti6 exa-
minar como diferentes modos de representacion apoyaban, transforma-
ban o limitaban el desarrollo de generalizaciones matematicas.

Para mejorar la credibilidad y el rigor metodolégico, se emplearon
multiples estrategias de validacion. La validacion por parte de los par-
ticipantes (member checking) se llevdo a cabo durante las discusiones
en clase, donde las interpretaciones emergentes, conjeturas e intentos
de generalizacion se revisaron y clarificaron con los participantes. Asi-
mismo, la triangulacion de datos entre grabaciones de audio, productos
escritos y notas de campo respald6 la consistencia y credibilidad de las
interpretaciones. También se examinaron deliberadamente casos discre-
pantes para refinar las explicaciones emergentes. En la presentacion de
los resultados, el investigador se identifica como R y los participantes
se codifican como PT1-PT28. Se incluyen citas directas, representacio-
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nes generadas por los estudiantes y muestras de trabajos escritos para
proporcionar transparencia y permitir a los lectores rastrear la conexion
entre los datos brutos y las interpretaciones (Miles & Huberman, 1994).

Resultados

Los hallazgos derivados de los datos de investigacion se presentan como
respuestas a las subpreguntas de investigacion.

Hallazgos para el primer subproblema

El primer subproblema de la investigacion es: “4Cémo llegan los docentes
en formacion a generalizaciones mientras juegan los juegos?”. Los hallaz-
gos relacionados con esta pregunta se presentan mediante citas directas
de las discusiones en clase sobre cada juego. Extractos de la discusion
en clase sobre el juego de las ranas saltarinas se muestran en la Tabla III.

Tabla lll. Secciones del razonamiento de los docentes en formacion
sobre el juego de las ranas saltarinas

Discusiones en clase sobre el juego de las ranas

R/PT . Acciones
saltarinas
R ¢En cuantos movimientos pueden las ranas intercambiar
sus lugares? j Tienen alguna sugerencia de solucién?
Pensé que si creamos una posicion que permita a las .
PT2 4 g posicion gue permit . Desarrollo de estrategias
ranas saltar, el nimero de movimientos disminuira.
R Entonces, jcuantas ranas hay a la derecha y a la iz-
quierda?
Empecemos con el minimo. Pongamos una rana en P
PT2 P 9 Simplificacion
cada lado.
R ¢Cudl seria el nUmero minimo de movimientos en este
caso?
PT2 3 movimientos (mostrando) Observacion
R ¢Cual seria tu respuesta si hubiera dos ranas en cada
lado?
PT2 8 movimientos (mostrando) Observacion
R ¢ Cudl serfa tu respuesta si hubiera tres ranas en cada
lado?
PT2 Encontré 17, pero no estoy seguro Prediccion—inferencia

PT5 Yo no lo encontré

¢,Qué observaciones hiciste mientras jugabas? ;Qué
piensas sobre el juego?

PT14  No importa por dénde empezamos, porque es simétrico.  Prediccion—inferencia
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Discusiones en clase sobre el juego de las ranas

R/PT N
saltarinas

Acciones
Si ranas del mismo color estan consecutivas, el juego

PT25
se bloquea.

Prediccion—inferencia
Necesitamos crear un espacio entre ranas del mismo

PT17  color para que otras puedan saltar. Esto reduce el nU- Prediccion—inferencia
mero de movimientos.

PT9 Encontré 15 (mostrando) Observacion
Da el nimero de movimientos como (n+1)? — 1, donde n L
pPT2 . Generalizacion
es el nimero de ranas.
R ¢Esta generalizacion es siempre valida?
PT2 Si, si hay cuatro ranas en cada lado, es 24. Verificacion

Bien, si el nimero de ranas a la derechay a la izquierda
R es diferente, por ejemplo, 3 a la izquierda y 2 a la dere-
cha, ¢qué puedes decir?

PT2 Puedo intentarlo. 11 movimientos (probando y mostrando)  Prueba—observacion

R ¢Funciond la generalizacién anterior?
No, no puedo usarla. Cuando el nimero de ranas es dife- L
PT2 N . Refutacion
rente, creo que hay otra generalizacion o una mas general.
R También puedes observar otros casos donde el nimero
de ranas sea diferente (estan probando).
11 movimientos para 3,2; 19 movimientos para 4,3; 23 L
PT9 L P P Observacion
movimientos para 3,5
R ¢Puedes generalizar considerando todos los casos?
Si el nimero de ranas a la izquierda y a la derecha es m s
PT5 . q y Generalizacion
y n: (m:n) + (M+n)
R ¢Es correcta esta generalizacion?

PT2  Si, lo probé. Siempre funciona en diferentes situaciones. Verificacion
PT15  Fue muy bueno. Todo encajé perfectamente.

R ¢Puedes demostrarlo?

Como se observa en la Tabla III, los docentes en formacion comen-
zaron con estrategias intuitivas, seguidas de observaciones e inferen-
cias a través de la experimentacion. Estas condujeron a generalizacio-
nes correctas; sin embargo, no se proporcioné ninguna justificacion o
demostracion.

El didlogo en la Tabla III ejemplifica el proceso iterativo de genera-
lizacién desencadenado por la indagacion basada en juegos. La gene-
ralizacion de PT2, (n + 1) - 1 en casos simétricos (validaciéon empirica)
colaps6 cuando se probd con parametros asimétricos (3 a la izquierda /
2 a la derecha). Este colapso demuestra como la flexibilidad dinamica de
las reglas del juego socava sistematicamente las predicciones intuitivas.
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En el punto critico, el intercambio de datos de PT9 (3.2:11 movimientos;
4.3:19 movimientos) alimenta la férmula de PT5, mn + m + n evidenciando
la construccién social del conocimiento y la contribuciéon del andamiaje
entre pares a la calidad de la generalizacion. La progresion desde la mani-
pulacioén fisica (mostrar movimientos), pasando por el registro numérico,
hasta la formulacién de una generalizacién simbdlica pone de relieve
coémo las etapas de accion, representacion visual y simbolizacion se inte-
gran en el contexto del juego. La pregunta final del investigador (“;Puedes
demostrarlo?”) evidencia una brecha fundamental: aunque los participan-
tes fueron capaces de proporcionar validaciones de caracter inductivo,
presentaron dificultades al momento de elaborar justificaciones deduc-
tivas. Este hallazgo tiene implicaciones pedagodgicas relevantes, ya que
sugiere que las experiencias basadas en el juego pueden funcionar como
un puente hacia el desarrollo de la demostracion formal. Las discusiones
de clase relacionadas con el juego del rompecabezas deslizante se pre-
sentan en la Tabla IV.

Tabla IV. Secciones del razonamiento de los docentes en formacion

sobre el juego del rompecabezas deslizante
R/PT Discusiones en clase sobrg el juego del rompecabezas e
deslizante

R ¢Cudles son sus ideas sobre el juego?

PT8 Creo que podemos simplificar el juego. Simplificacion

R ¢ Como? ;Puedes explicarlo?
Podemos analizar casos més simples. Antes del caso 4x4, po- Desarrollo de

PT8 i
demos observar los casos 3x3 y 2x2. estrategias

R ¢Por qué quieres hacer esto?

Porque hay menos movimientos en 2x2 que en los otros. Ade-
PT8 mas, si encontramos el nimero de movimientos en los juegos Prediccion
2x2y 3x83, podemos estimar los demas.

R Entonces, 4cuadl es la soluciéon para un juego 2x2?

PT8 8 (mostrando) Observacion

R Entonces, ¢qué puedes decir sobre el juego 3x37?

PT7 Podemos mover el cuadro verde a lo largo del borde (suroeste) Prediccifin—
(mostrando) inferencia

R ¢ Cuéntos movimientos?

PT7 19 movimientos para 3x3

PT7 Se puede hacer de esta manera, pero hay muchos movimien- Refutacion

tos. Seguir el borde no es una solucién corta.
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R/PT

PT21

R

PT21

PT21

PT4

PT4

PT13

PT7

PT10

PT10

PT10

Discusiones en clase sobre el juego del rompecabezas
deslizante

Yo lo completé en al menos 13 movimientos
¢Puedes mostrar los movimientos? (mostrando)
El numero de movimientos en un juego 4x4 puede ser 21

¢ Qué pensaste?

Siempre hay una diferencia de 8 movimientos. Sigue el patrén
5,13, 21,...

Entonces, ;tienes una propuesta de soluciéon para el juego
4x47

Para lograr el menor numero de movimientos, debemos mover-
nos hacia abajo y hacia la izquierda, pasando por los puntos
de la diagonal. Si hacemos esto, habra 21 movimientos.

¢Puedes mostrarlo? (mostrando)
¢Por qué pensaste asi?

Si pudiéramos movernos en diagonal, recorreriamos la diago-
nal para minimizar los movimientos, porque la distancia mas
corta es la hipotenusa. Pero como no hay movimiento diagonal,
debemos seguir ese camino mediante movimientos hacia aba-
jo y hacia la izquierda.

¢Puedes generalizar sobre el juego?
8n -3

No seria 8n — 3. n empieza desde 1, no desde 2. No da 5
cuando n=2.

Para mies 8n - 11
¢Funciona en todos los casos?

Si, lo comprobé. Ademés, el nimero de movimientos siempre
es impar, porque 8n — 11 siempre produce nUmeros impares.

Bien, tengo una pregunta mas. ;Por qué ocurre eso? ;Puedes
demostrarlo?

¢Qué tipo de demostracion quiere?

Una explicacion o justificacion légica de que la generalizacion
es 8n — 11 en un juego de tipo nxn.

estudio de caso cudlitativo

Acciones

Prueba—
observacion

Verificacion
Prediccion-
inferencia

Observacion

Prediccion—
inferencia

Verificacion

Verificacion

Generalizacion

Refutacion

Generalizacion

Prediccion-
inferencia

Como se observa en la Tabla IV, este dialogo refleja las estrategias de
los participantes para simplificar un problema complejo (la exploracion
de PT8 de 2x2/3x3 en lugar de 4x4) y la tension entre la intuicion mate-
matica y la generalizacién formal. El calculo de PT4 del camino mas corto
utilizando la légica de la hipotenusa bajo la “restriccion de movimiento
diagonal” (21 movimientos) demuestra como los conceptos geométricos
se integran en la mecanica del juego. La observacion de patrones numé-
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ricos (5, 13, 21...) por parte de PT21 y la generalizacién de PT10, 8n—11,
revelan los limites del descubrimiento empirico: aunque se reconocen
caracteristicas estructurales como el nimero impar de movimientos
(8n-11, impar), la exigencia del profesor de una demostracion (“¢Justifi-
cacion légica?”) evidencia la brecha epistemolégica entre la observacion
inductiva y la verificaciéon deductiva. La refutacion de PT7 de la férmula
8n-3 al afirmar que “no da 5 para n=2” constituye evidencia de cé6mo la
critica entre pares garantiza la validez matematica. El proceso en estos
dialogos revela el papel de los juegos no solo en el desarrollo de estrate-
gias, sino también en la construccién de una cultura de verificacion mate-
matica. Las discusiones relacionadas aparecen en la Tabla V.

Tabla V. Secciones del razonamiento de los docentes en formacion
sobre el juego de la diagonal

R/PT

PT28

PT19

PT8

PT15

PT6

PT11

PT7

PT7

PT22

PT21

Discusiones en clase sobre el juego de la diagonal

¢Existe una relacion entre el numero de cuadrados que
atraviesa la diagonal y las longitudes de los lados del
rectangulo?

Considero que el andlisis puede iniciarse con estructuras
de menor tamafo.

Podemos examinar la situacién manteniendo fijo uno de los
lados y variando el otro.

En un rectéangulo de 5x3, la diagonal atraviesa 7 cuadrados.
¢Alguien mas lo ha intentado?

En 2x1 la diagonal atraviesa 2 cuadrados, mientras que en
5x5 atraviesa 5 cuadrados.

En 4x7, la diagonal atraviesa 10 cuadrados.
En 4x6, la diagonal atraviesa 8 cuadrados.
¢Qué pueden inferir a partir de estos resultados?

Considero que esta relacionado con si las longitudes de los
lados son pares o0 impares.

¢Podrias explicarlo?

Existen casos en los que ambos lados son impares, ambos
son pares o uno es par y el otro impar. Si la suma de estas
longitudes es par, se debe restar 1; si es impar, se debe
restar 2.

En mi opinién, esto no es correcto. En un caso 3x3, la
diagonal atraviesa 3 cuadrados.

Cuando ambos numeros son pares, se obtiene el mayor
valor. Por ejemplo, 4 en 2x4 y 6 en 3x6.
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Refutacion

Prediccion—
inferencia
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R/PT Discusiones en clase sobre el juego de la diagonal Acciones
PT1 Observé que, si no se trata de un cuadrado, el resultado Prediccion-
parece ser m+n—1. inferencia
En 4x6 deberia ser 8, pero resulta 9; por lo tanto, no es L
PT P P Refutacion
correcto.
R Entonces, 4la expresiéon m+n-1 no es valida?
-, . . Prediccion—
PT21  Es valida cuando las longitudes de los lados son coprimas. . ;
inferencia
R ¢Puedes explicarlo?
En 2x1, 4x7 y 5x3, las longitudes de los lados son
coprimas. Segun la férmula, se obtienen 2, 10y 7, respec-
PT21  tivamente. Por lo tanto, m+n-1 describe correctamente el Verificacion
numero de cuadrados que atraviesa la diagonal en estos
casos.
R ¢Qué ocurre cuando las longitudes de los lados no son
coprimas?
En ese caso, se resta el maximo comun divisor de la suma s
PT7 . Generalizacion
de los lados, es decir, m+n-MCD(m,n).
R ¢Puedes proporcionar un ejemplo?

Por ejemplo, en un rectangulo 9x6: 9+6—
PT7 MCD(9,6)=9+6-3=12. Este resultado también se verifica en  Verificacion
otros casos en los que los lados no son coprimos.

R ¢ Qué otra conclusion puedes extraer?
La segunda expresion incluye a la primera como un caso
PT7 particular; es decir, m+n-1 corresponde al caso en que Generalizacion
MCD(m,n)=1.

PT10  Resulta muy interesante.

Entonces, ¢por qué ocurre esto? ;Puedes demostrarlo
matematicamente?

El didlogo en la Tabla V ejemplifica la dindmica de descubrimiento
contextual de la generalizacién matematica. Se observé que los partici-
pantes adoptaron un enfoque estratégico comenzando con casos simples
(exploraciones de 2 x 1y 5 x 3 por parte de PT28/PT19). La hipotesis
de PT7 sobre la “longitud par-impar” fue refutada por el contraejemplo
3x3 de PT22, lo que revela los limites de las predicciones empiricas.
El punto de inflexion, el descubrimiento de PT21 de la condicion de
“ndmeros primos relativos” (para la férmula m + n - 1), llevé el problema
al ambito de la teoria de nimeros. La generalizacion final (la férmula de
PT7 m + n - GCD m,n representa la solucién algebraica de un problema
geométrico. Puede afirmarse que el dialogo incluye habilidades de com-
prension matematica, como reconocer que m + n - I es un caso especial
cuando GCD = [ y establecer conexiones entre la geometria y la teoria
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de nimeros. Las discusiones de clase sobre el juego de corte de pizza se
detallan en la Tabla VI.

Tabla VI. Secciones del razonamiento de los docentes en formacion
sobre el juego de corte de pizza

R/PT Discusiones en clase sobre el juego de corte de pizza Acciones

¢ Tienen una estimacion de en cuantas partes puede

R - .
dividirse una pizza con 5 cortes?

PT7 Si hay mas intersecciones, puede haber méas piezas. Desarrolio de

estrategias

PT12  Obtuve 10 piezas. Observacion
PT16  Obtuve 12 piezas. Observacion
R Yo también obtuve 12 piezas. Observacion
PT5 13 piezas. Observacion
R ¢ Puedes mostrar como lo obtuviste? (Se presentan las

Figuras A, By C)
R ¢Alguien puede dividir la pizza en mas partes?
PT20 14 piezas. Observacion
PT13  Obtuve 15 piezas. Observacion
PT7 Obtuve 16 piezas. Observacion
R ¢Puedes mostrar como lo obtuviste? (Se presentan las

Figuras D, Ey F)

b) c)
e) f)

R Entonces, ¢ qué pueden concluir a partir de sus observaciones?

Después del primer corte, el segundo puede hacerse de dos
PTS formas: paralelo al primero o intersectandolo. Si queremos Desarrollo de

obtener mas piezas, cada nuevo corte debe intersectar a los estrategias

anteriores.
R Entonces, ¢cuéntas piezas se obtienen en estos dos casos?
PTS Si son parale_los, se obtienen 3 piezas; si se intersectan, se Verificacion

obtienen 4 piezas.
R ¢ Coémo pueden utilizar este conocimiento en el juego?
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R/PT Discusiones en clase sobre el juego de corte de pizza Acciones

PTS En cada corte debemos intersectar los anteriores y evitar I.’rediccic_in—
cortes paralelos. inferencia

R ;Cuantas piezas se pueden obtener de esta manera?

PT5 16 piezas (Figura F). Verificacion

Entonces, si el nUmero de cortes es 6, jcuantas piezas

R habra? ;Pueden encontrarlo?
PT17  En cada paso, el numero de piezas aumentacomo 1, 2, 3, ... f’redlccu_)n—
inferencia
R ¢,Coémo?
PT17 Es decir, progresa como: 1 pieza para O cortes, 2 piezas Prediccion—
para 1 corte, 4 para 2, 7 para 3, 11 para4y 16 para 5. inferencia
R ¢Pueden generalizar el nimero maximo de piezas cuando el
numero de cortes es n?
PT5 n(n+1)/2 + 1 Generalizacion
R ¢ Sus resultados son consistentes con esta féormula?
PT5 Si, son consistentes. Verificacion
R Entonces, ¢por qué funciona esta generalizacion? ;Pueden
demostrarlo?
PTS EIv|nlcremento en cada paso es1,2,3, .. su suma es n(n+1)/2. Demostracion
Inicialmente hay 1 pieza; al sumarla, se obtiene n(n+1)/2 + 1.
f(0)=1, f(1)=2, f(2)=4. Si n es el nimero de cortes y f(n) el nu-
mero maximo de partes, la funcién puede expresarse de for-
ma iterativa como f(n)=n+f(n—1). Sustituyendo sucesivamente .
PT23 Demostracion

se obtiene: f(n)=n+(n-1)+(n-2)+...+1+f(0), lo que conduce a
f(n)=n(n+1)/2+1. Asi, puede determinarse el nimero maximo
de partes para cualquier nimero de cortes.

Este episodio ilustra como los participantes se involucraron en el razo-
namiento combinatorio al intentar maximizar el nimero de regiones.
Mientras que inicialmente progresaron mediante resultados experimen-
tales (PT12:10, PT16:12, PT7:106), la estrategia de “cortes no paralelos”
de PT5 marcé el avance critico: reconocer que el nimero maximo de
piezas ocurre cuando cada nuevo corte intersecta a todos los anteriores.
Esto demuestra intuicion matematica bajo restricciones geométricas. El

n.m+1)
patrén incremental de PT17 (1, 2, 3, 4, 5...) y la férmula de PT5 -
reflejan la evolucion desde datos empiricos hacia la generalizacion alge-
braica. La singularidad radica en los enfoques duales de demostracion:

e La demostracion inductiva de PT5, basada en la suma de incre-

mentos (1+2+3+...+n)

* La demostracion recursiva de PT23, que deriva la relacion funcional

S@=n+fn-1).
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Esta dualidad demuestra que los juegos fomentan no solo el descubri-
miento, sino también vias alternativas de justificacioén. Los dibujos (Figu-
ras A-F) sirven como puente para concretar generalizaciones abstractas.
A diferencia de otros juegos, la tarea de corte de pizza gener6 algunos
intentos de demostraciéon. Aunque los docentes en formacién participa-
ron en diversos procesos de razonamiento como desarrollo de estrate-
gias, inferencia y generalizacién, su participacién mas débil se observo
consistentemente en la fase de demostracion, lo que indica la necesidad
de mayor apoyo en esta area.

Hallazgos para el segundo subproblema

El segundo subproblema de la investigacion es: “yCudles son los tipos de
generalizacion y las estrategias que los docentes en formacion utilizan
en los juegos?”. Los hallazgos relacionados con esta cuestion se presentan
en la Tabla VII.

Tabla VII. Tipos de generalizacion y estrategias de los docentes en
formacion en relacion con los juegos

Tipo de X Frecuencia
Ny Estrategias
generalizacion Juego |l Juego2 Juego3  Juego 4
Ensayo y error aleatorio 13 11 15 17
Ensayo y error sisteméatico 6 4
Elaboracion de tablas 15

Uso numérico de diferencias

finitas en tablas ’
Extension de la tabla 3 4 8 23
Enfoque L .
nUMErico Fua(:lon dg una variable 5 5 3
independiente
Generalizacion como fun- 3
cién por tramos
Conpnuacwon del plaFrcl)n 10 9 11 12
hacia un paso casi finito
Refutacién por contradic- 4 3 9 7

cion
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Tipo de Frecuencia
L. Estrategias
generalizacion Juego | Juego2 Juego3  Juego 4
Conteo uno a uno 10 15 9 20
E!aboramon de figuras o 8 o8
jagramas
anstrucmon de estructuras 7 6 11 50
mas simples
Enfoque visual ~ Mantener algunas variables
5 4 6
constantes
Enfoque en las intersec- 9
ciones
Uso de la simetria
Refutacion por contradiccion 2 2 4 6

La Tabla VII presenta la distribucion de frecuencias de las estrategias
de generalizacion en cuatro juegos matematicos (Jumping Frogs, Sliding
Puzzle, Diagonal Game, Pizza Cutting). Los principales hallazgos revelan:

* Influencia del tipo de juego en la eleccién de estrategias: los enfo-
ques visuales predominaron en juegos geométricos (Pizza Cutting),
mientras que los métodos numéricos prevalecieron en juegos
basados en patrones (Jumping Frogs).

* Trayectorias de progresion cognitiva: la dependencia inicial del
ensayo y error disminuyé a medida que avanzaban los juegos,
evolucionando hacia estrategias mas sistematicas.

e Hallazgo clave: el uso consistente de la refutacién en todos los
juegos indica una vigilancia epistemolégica persistente.

Los docentes en formacion utilizaron principalmente estrategias
numéricas y visuales para generalizar en los juegos: ensayo y error en
enfoques numéricos y procedimientos paso a paso en enfoques verbales.
Estas estrategias apoyaron o refutaron predicciones, contribuyendo efi-
cazmente al desarrollo de generalizaciones matematicas precisas.

Hallazgos para el tercer subproblema

El tercer subproblema de la investigacion es: “;Cudles son las diferentes
Jformas de representacion que los docentes en formacion utilizan para
generalizar en los juegos?”. Los hallazgos relacionados con esta cuestion
se presentan en la Tabla VIII.

Como se muestra en la Tabla VIII, se observé que los docentes en
formacion utilizaron una o, en ocasiones, multiples formas de represen-
tacion, incluyendo tablas, figuras o diagramas, listas, representaciones
numéricas, verbales y algebraicas, al generalizar en los juegos.
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Tabla VIII. Formas de representacion utilizadas por los docentes en
formacion para generalizar los juegos

Tabla

Figura o
diagrama

Lista

Numérica

Verbal

Algebraica

Juego | Juego 2 Juego 3
T 2%2 5
y 3%x3 13
4r 4 21
4 5% 5 29
%6 2T g
-
[
A/AA |BBB
3,815,24,35 . o 12212937
45, ..
11 movimientos 5en2x2, 13 en Si (a,b)=1, el nu-

para 3,2; 19 para
4,3; 23 para 3,5

Si las ranas del
mismo color estan
consecutivas, el
juego se bloguea

mn+m+n

3x3, 21 en 4x4,
29 en 5x5 como
ndmero minimo

de movimientos

Como no es posi-
ble el movimiento
diagonal, debe
recorrerse la
hipotenusa me-
diante movimien-
tos hacia abajo y
hacia la izquierda

8n-11

mero de cuadra-
dos por los que
pasa la diagonal
es a+b-1

Cuando las
longitudes de los
lados son copri-
mas, se resta uno
a su suma

m +n - GCD (m, n)

Juego 4

1,2 4,7 11,16,

Se desarrolla
como 1 para0, 2
para 1, 4 para 2,
7 para 3, 11 para
4y 16 parab

Si cada corte
intersecta los
anteriores, se
obtiene el nu-
mero maximo de
piezas

n.(m+1)
2

Hallazgos para el cuarto subproblema
El cuarto subproblema de la investigacion es: “sCudles son las dificulta-
des que enfrentan los docentes en formacion al generalizar?”. Los hallaz-
gos relacionados con el proceso de juego se presentan en la Tabla IX
dentro del marco de acciones.
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Tabla IX. Dificultades que presentan los docentes en formacion en el
proceso de generalizacion

Acciones

Comprensién
del juego

Observacion

Desarrollo de
estrategias

Prediccion e
inferencia

Prueba-verifica-

cién-refutacion

Generalizacion

Demostracion

Dificultades

Malentender el juego o incumplir sus
reglas

No registrar los resultados de observa-
cién, no organizar los datos, no saber
coémo organizarlos, necesidad de mas
observaciones

No buscar una estrategia para el juego,
no utilizar representaciones de datos

Focalizacion en variables irrelevantes

No basarse en pocos ensayos ni poner a
prueba las predicciones e inferencias en
casos particulares

Incapacidad para formular resultados
de observacion, verbalizar generaliza-
ciones, construir generalizaciones que
cubran todos los casos particulares, fal-
ta de conocimiento previo

Considerar innecesaria la demostracion
o justificacion, no hacer esfuerzos para
demostrar, no conocer o no utilizar mé-
todos de demostracion

Casos ejemplares

En el juego de la diagonal,
obtener resultados incorrectos
debido a la suposicion de que
los cuadrados son regulares
(PT13)

Considerar que no es posible
generalizar a partir de un
numero limitado de resultados
del juego (PT18)

No dar sentido al juego y limi-
tarse a escribir los resultados
de observacion (PT24)

En el juego de la diagonal,
considerar relevante si las lon-
gitudes de los lados son pares
o impares (PT7)

No seria 8n-3. n comienza en
1, no en 2. No da 5 cuando
n=2(PT17)

Dificultad para trabajar con
letras en lugar de ndmeros
(PT15). Sé cual deberia ser
el siguiente paso, pero no sé
coémo generalizarlo (PT26)

¢Qué debemos demostrar?
¢No es suficiente la observa-
cion? (PT11). No es necesario
justificarlo en todos los casos
(PT20). ;Como lo vamos a
demostrar? (PT16)

La Tabla IX muestra que los docentes en formacién tuvieron dificulta-
des para identificar variables, realizar la transicion de representaciones
numéricas a algebraicas y, especialmente, organizar e interpretar datos
durante las etapas de generalizaciéon y demostracion.

Discusion

Este estudio examiné como los futuros profesores de matematicas desa-
rrollaron generalizaciones matematicas en entornos de aprendizaje basa-
dos en juegos. Para garantizar la coherencia estructural, la discusion se
organiza segun las preguntas de investigaciéon y se fundamenta en los
patrones documentados en la seccion de resultados.
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{Como alcanzaron los docentes en formacion las
generalizaciones durante los juegos?

Los hallazgos indican que los participantes generalmente comenzaron
con conjeturas intuitivas e informales basadas en casos numéricos limita-
dos. Por ejemplo, en el juego Jumping Frogs, varios participantes propu-
sieron inicialmente reglas de movimiento simétricas que posteriormente
fallaron bajo condiciones asimétricas, generando puntos de inflexion
epistemolégicos en su razonamiento. Estos momentos de fracaso no
detuvieron la indagacion; por el contrario, redirigieron la atencién hacia
relaciones estructurales incrustadas en el sistema del juego.

Este patron respalda el argumento de Vinner (1997) de que el razona-
miento intuitivo puede ser engafioso; sin embargo, los hallazgos actuales
amplian esta perspectiva al mostrar como los entornos basados en juegos
hacen emerger y desafian sistematicamente la intuicion mediante retroali-
mentacion encarnada. A diferencia de tareas estaticas, los juegos impulsaron
a los participantes a confrontar contradicciones a través de resultados regi-
dos por reglas, transformando conjeturas incorrectas en oportunidades para
el refinamiento estructural. En este sentido, el estudio amplia investigacio-
nes que consideran los errores principalmente como obstaculos, mostrando
que pueden actuar como catalizadores productivos para la generalizacion en
entornos dinamicos basados en reglas (Abrahamson et al., 2020a).

{Qué tipos de generalizaciones y estrategias utilizaron los
participantes?

En consonancia con investigaciones previas (Becker & Rivera, 2000;
Krebs, 2005; Ma, 2007), los participantes se apoyaron en gran medida en
la experimentacion numérica y el seguimiento de patrones. Sin embargo,
este estudio revela un mecanismo distintivo impulsado por el juego: el
refinamiento de estrategias a menudo fue provocado por restricciones
del juego, como limitaciones de paridad en el Sliding Puzzle o demandas
de maximizacién en el Pizza Cutting Game. Estas restricciones empuja-
ron a los participantes mas alld del reconocimiento superficial de patro-
nes hacia un analisis estructural mas profundo.

Ademas, la necesidad de “ganar” actu6 como un motor cognitivo que
impuls6 a los participantes a probar, revisar y estabilizar sus conjeturas,
sugiriendo un papel epistémico mas activo de las restricciones del juego
que el senalado en investigaciones previas.

{Qué representaciones utilizaron los participantes?
Los participantes utilizaron multiples representaciones, incluyendo listas,
tablas, diagramas, reglas verbales y expresiones algebraicas. Las tablas

Revista de Educacién, 413. Julio-septiembre 2026, pp. 187-218.
Recibido: 23/11/2025  Aceptado: 26/04/2026



Koparan, T, Taylan Koparan, E. Cémo los juegos matemdticos configuran los procesos de generalizacion de los docentes en formacion: un
estudio de caso cudlitativo

y listas fueron las mas frecuentes, en linea con estudios previos. Sin
embargo, a diferencia de investigaciones anteriores donde los cambios
de representacion eran guiados por el docente, en este estudio dichas
transiciones fueron impulsadas por las demandas del propio juego.

Por ejemplo, en el Diagonal Game, los participantes pasaron de dibu-
jos en cuadricula a expresiones algebraicas cuando el conteo visual se
volvié ineficiente. Esto apoya la idea de Tall et al. (2012) sobre la cone-
xi6én entre lo encarnado y lo simbdlico, afiadiendo que la progresion del
juego puede forzar este puente. Los participantes que utilizaron multi-
ples representaciones lograron generalizaciones mas estables, mientras
que aquellos que evitaron estas herramientas enfrentaron dificultades.

{Qué dificultades experimentaron los participantes?

Una dificultad persistente surgi6 en la fase de demostracién. Muchos par-
ticipantes plantearon preguntas como “;Qué cuenta como prueba?” o “;Es
suficiente probar muchos casos?”. Incluso tras formular generalizaciones
correctas, la justificacién formal fue limitada.

Sin embargo, el contexto del juego introdujo un nivel intermedio: la
validacion social. En varios casos, las generalizaciones fueron aceptadas
colectivamente tras pruebas compartidas y critica entre pares. Aunque
esto no constituye una demostracién formal, refleja esquemas de prueba
social (Stylianides, 2007). El estudio sugiere que los juegos pueden servir
como entornos preparatorios para la demostracion formal.

Implicaciones pedagoégicas mas amplias

Los juegos no solo aumentaron la participacion, sino que también rede-
finieron la forma en que los participantes experimentaron la dificultad
matematica. La incertidumbre inherente a los juegos transformé la difi-
cultad en una parte natural de la exploracion. A diferencia de entornos
estaticos, los juegos integraron la generalizacion en la accion, la interac-
cion y la necesidad estratégica.

Al integrar multiples dominios matematicos y requerir refinamiento
iterativo, los juegos ayudaron a cerrar la brecha entre abstraccion y expe-
riencia. Estos hallazgos contribuyen al campo del aprendizaje basado en
juegos y responden a preocupaciones internacionales sobre el razona-
miento matematico.

Conclusion

Este estudio demuestra que los entornos de aprendizaje basados en jue-
gos pueden funcionar como contextos productivos para el desarrollo de
la generalizacion matematica. Se identificaron tres mecanismos particu-

Revista de Educacién, 413. Julio-septiembre 2026, pp. 187-218.
Recibido: 23/11/2025  Aceptado: 26/04/2026

213



214

Koparan, T, Taylan Koparan, E. Cémo los juegos matemdticos configuran los procesos de generalizacion de los docentes en formacién: un
estudio de caso cudlitativo

larmente influyentes: la refutacién encarnada, en la que los resultados
del juego desafian el razonamiento intuitivo (Vinner, 1997), haciendo
que el analisis estructural sea necesario en lugar de meramente opcional;
la fluidez representacional, dado que la progresion del juego promueve
transiciones desde el razonamiento visual y numérico hacia la genera-
lizacioén simbodlica (Tall et al., 2012); y la validacién social como puente
hacia la demostracién, donde la comprobacion colectiva apoya procesos
iniciales de justificacién en consonancia con los esquemas de prueba
social descritos por Stylianides (2007).

En lugar de considerar los juegos tunicamente como herramientas
motivacionales, este estudio sugiere que pueden moldear la forma en
que emergen los procesos de generalizacion. En el contexto de la forma-
cion docente, esto implica que los entornos de aprendizaje efectivos no
solo deben presentar estructuras matematicas, sino también generar con-
diciones en las que dichas estructuras deban ser descubiertas, puestas a
prueba y justificadas mediante la interaccion.

Limitaciones

Este estudio presenta varias limitaciones. Se realizé con un Gnico grupo
en un contexto institucional especifico, lo que limita la transferibilidad
de los resultados. Ademas, el doble rol del investigador pudo haber
influido en las respuestas. El estudio tampoco aborda el desarrollo a
largo plazo de las habilidades de generalizacion. Finalmente, aunque los
juegos favorecieron la aparicién de generalizaciones, no siempre condu-
jeron a demostraciones formales.

Implicaciones y futuras investigaciones

Investigaciones futuras deberian examinar cémo los procesos de gene-
ralizacion desarrollados en contextos de juego se transfieren a contex-
tos matematicos tradicionales y como la ensefianza estructurada de la
demostracién puede apoyarse en estas experiencias exploratorias. Tam-
bién se recomiendan estudios comparativos entre diferentes contextos
e investigaciones sobre versiones digitales de juegos para favorecer el
acceso equitativo.
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