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Resumen

La capacidad de los maestros para analizar las practicas matematicas de los alumnos al resolver
tareas e interpretar sus conocimientos y dificultades es fundamental para comprender sus
necesidades de aprendizaje y planificar la enseflanza de las matematicas. En este trabajo se
muestra como un grupo de 133 estudiantes del grado de Educacién Primaria de una universidad
espafnola examinan las respuestas de alumnos ficticios a una tarea que requiere determinar la
composicion de una caja para que tenga la misma probabilidad que otra con una proporcién
muestral dada. Utilizando un enfoque metodoldégico cualitativo, analizamos como los maestros en
formacién valoran vy justifican la adecuaciéon de las respuestas de los alumnos, reconocen en las
practicas rasgos de conocimiento probabilistico, e identifican errores o dificultades. Los resultados
revelan dificultades para valorar adecuadamente las soluciones de los alumnos y para reconocer
conocimientos probabilisticos a través de los elementos matematicos implicados en estrategias,
especialmente cuando no son las habituales. La mayoria tuvo problemas para describir las
estrategias empleadas por los alumnos, interpretar correctamente el uso de fracciones e identificar
aspectos del razonamiento proporcional empleado. Estos hallazgos subrayan la necesidad de
fortalecer la formaciéon didactico-matematica de los futuros maestros, proporcionando mas
oportunidades para que analicen las respuestas de los estudiantes y desarrollen un discurso
profesional que les permita interpretar correctamente las estrategias y conocimientos
matematicos evidenciados por los alumnos.

Palabras clave: Probabilidad; Formacién de profesores; Enfoque ontosemidtico; Andlisis
cognitivo.
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Abstract

Teachers' ability to analyse students' mathematical practices when solving tasks and to interpret
their knowledge and difficulties is essential for understanding their learning needs and planning
effective mathematics instruction. This paper shows how a group of 133 Primary Education
students from a Spanish university examines fictional pupils' responses to a task that requires
determining the composition of a box to have the same probability as another with a given sample
ratio. Using a qualitative methodological approach, we analyse how the trainee teachers evaluate
and justify the adequacy of the pupils' responses, recognize probabilistic knowledge traits in the
practices, and identify errors or difficulties. The results reveal difficulties in adequately evaluating
pupils' solutions and recognizing probabilistic knowledge through the mathematical elements
involved in strategies, especially when they are not the usual ones. Most had problems describing
the strategies used by the pupils, correctly interpreting the use of fractions, and identifying aspects
of the proportional reasoning employed. These findings underscore the need to strengthen the
didactic-mathematical training of future teachers, providing more opportunities to analyse
students' responses and develop a professional discourse that allows them to correctly interpret
the strategies and mathematical knowledge evidenced by the pupils.

Keywords: Probability; Teacher Training; Onto-semiotic Approach; Cognitive Analysis.

Introduccion

Las investigaciones interesadas en el desarrollo profesional subrayan la importancia de que el
profesor de matematicas disponga de un conocimiento especializado del propio contenido, de las
transformaciones que se deben aplicar al mismo en los procesos instruccionales y de los factores
de tipo psicolégico, pedagoégico o socioldgico, que condicionan dichos procesos (Godino et al.,
2017). Este conocimiento especializado debe permitir al profesor percibir las situaciones de
ensefanza y aprendizaje de las matematicas de una manera profesional que lo diferencia de la
manera de verlas de alguien que no es profesor de matematicas. Esta “mirada profesional” del
pensamiento matematico de los estudiantes supone, en particular, describir las estrategias de
solucién que utilizan los estudiantes, discernir los detalles en sus respuestas e interpretar la
comprensién y las equivocaciones de los estudiantes atendiendo a los elementos matematicos
identificados (Buforn et al., 2020; Fernandez et al., 2023).

Las investigaciones que analizan cémo docentes en formacién o en activo interpretan la
comprension de los estudiantes sobre determinados contenidos y coémo acttian para responder a
sus logros o dificultades, revelan que un conocimiento limitado del contenido matematico por
parte del profesorado obstaculiza su capacidad para analizar las respuestas de los alumnos, y que,
aun asi, un adecuado conocimiento del contenido no es suficiente para que los profesores
reconozcan la comprension matematica de sus alumnos (Ferndndez et al., 2018; Simpson &
Haltiwnager, 2017). Los profesores requieren un conocimiento especializado del contenido, su
aprendizaje y su ensefanza que les permita resolver las tareas de diferentes formas, identificado
los elementos matematicos involucrados, reconocer las formas de pensar de los estudiantes,
concepciones erréneas y dificultades usuales; organizar las interacciones en el aula y gestionar los
errores (Scheiner et al., 2019). Determinar en qué medida los docentes en formacién o en ejercicio
atienden a los elementos matematicos que utilizan los alumnos en la resolucién de tareas para
interpretar su pensamiento matematico, requiere centrar la atencion en dominios especificos. En
nuestro caso, consideramos el del razonamiento probabilistico, en el que los docentes muestran
nuMerosos sesgos y un conocimiento didactico insuficiente (Batanero & Alvarez-Arroyo, 2024:
Franco & Alsina, 2022) que puede limitarles para interpretar las respuestas de los alumnos cuando
resuelven problemas de probabilidad (Batanero et al, 2015; Burgos et al., 2022; Burgos et al.,
2023).

Asi, el objetivo que persigue este trabajo es explorar los conocimientos y competencias de
maestros en formacion para:
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— OE1. Analizar e interpretar las estrategias de solucién que utilizan alumnos para resolver
a una tarea probabilistica.

— OE2. Determinar en base a este analisis la correccion de las soluciones y justificaciones de
los alumnos.

— OES. Interpretar la comprensién y los errores de los estudiantes teniendo en cuenta los
elementos matematicos relevantes en sus respuestas.

La situacion matematica propuesta requiere determinar la composicion de una urna (con nimero
de casos posibles conocido) para que la probabilidad de éxito sea la misma que en otra donde no
se conoce la composicién, pero si la razén entre casos favorables y desfavorables. El interés de
esta situacion es que permite conectar dos componentes esenciales del razonamiento
probabilistico: la identificacion de la naturaleza proporcional del calculo de probabilidades y la
comprension del espacio muestral (Supply et al., 2020), permitiendo que los maestros en formacion
reconozcan e interpreten ambas caracteristicas en las practicas matematicas de los estudiantes.

Marco teorico

En esta investigacion adoptamos el modelo de Conocimientos y Competencias Didactico-
Matematicas (CCDM) del profesor desarrollado dentro del Enfoque Ontosemidtico (Godino et al.,
2017 y 2019). En este modelo, la dimensién matematica del conocimiento del profesor se refiere
al conocimiento que permite a los docentes resolver las tareas matematicas propias del nivel
educativo en el que ensefard (conocimiento matematico comun) y vincular los objetos
matematicos de dicho nivel con objetos matematicos que se estudiaran en niveles superiores
(conocimiento matematico expandido). La dimensién didactica del modelo CCDM (Godino et al,,
2017) propone seis subcategorias del conocimiento especializado o didactico-matematico del
profesor: epistémica (significados del contenido institucional), ecolégica (alineacién de tareas con
el curriculo institucional), cognitiva (conocimiento sobre las formas de razonar de los estudiantes,
los conflictos y errores que emergen al resolver problemas especificos), afectiva (creencias, afectos
y disposiciones hacia las matematicas manifestadas por los estudiantes), interaccional
(identificacion y respuesta a los conflictos e interacciones de los estudiantes), y mediacional
(eleccidn de los recursos mas adecuados para la ensefanza).

En el modelo CCDM, la competencia del profesor se entiende como la capacidad para abordar los
problemas didacticos bésicos implicados en la ensefianza y el aprendizaje de las matematicas, en
particular, para proporcionar respuestas adecuadas a situaciones reales en el aula, como evaluar
las respuestas de los estudiantes y tomar decisiones consecuentes (Godino et al., 2017).

En este trabajo de investigacién nos centramos en evaluar la competencia de andlisis cognitivo de
los maestros en formacién, que supone la capacidad de los docentes para reconocer las formas de
pensar, concepciones erroneas, conflictos y errores que surgen del proceso de resolucion de
problemas. La competencia de anlisis cognitivo implica (Godino et al., 2017):

— Descomponer las resoluciones de los estudiantes identificando la intencionalidad de las
practicas matematicas elementales. Se entiende por practica matemaética toda actuacion
o expresion (verbal, grafica, simbdlica, etc.) realizada por alguien para resolver problemas
matematicos, comunicar a otros la solucién obtenida, validarla o generalizarla a distintos
contextos (Godino et al, 2019).

- Reconocer los objetos matemaéticos (lenguajes, conceptos, proposiciones, procedimientos
y argumentos) que intervienen en esas practicas y su funcionalidad.

- Interpretar las estrategias de solucién de los estudiantes en un problema, analizando si los
procedimientos y argumentos son correctos y qué conocimientos ponen de manifiesto.

El andlisis cognitivo toma como unidad los significados personales de los estudiantes, entendidos
como los sistemas de practicas matematicas desarrollados por el estudiante al resolver una clase
de problema y los objetos que emergen de dichas practicas. Por tanto, pone en juego
conocimientos especializados en las facetas epistémica (conocimiento de las practicas y objetos
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institucionales) y cognitiva (conocimiento de las practicas y objetos personales). La competencia
de andlisis cognitivo se relaciona con la “mirada profesional del pensamiento matematico de los
estudiantes” (Buforn et al., 2020; Fernandez et al., 2023) que supone reconocer los elementos
relevantes en las estrategias empleadas por los estudiantes al resolver los problemas de
matematicas, pero también descartar los que no lo son. También supone desarrollar un discurso
profesional para explicar la comprensién de los alumnos cuando hacen matematicas, es decir,
disponer de un lenguaje especifico que permita al profesor expresar con sentido lo que ha
identificado como relevante desde el punto de vista matematico.

Se han desarrollado algunas investigaciones destinadas a evaluar los conocimientos y
competencias didactico-matematicas de maestros en formacién y en ejercicio para la ensefianza
de la probabilidad, algunas de las cuales han abordado la dimensién cognitiva de manera especifica.
En este contexto Mohamed (2012) propuso a futuros maestros de primaria resolver primero y
después evaluar y explicar el razonamiento de alumnos ficticios en cuatro problemas de
probabilidad. Sus resultados muestran que, aunque los participantes (que trabajaron en pequefios
grupos) identifican adecuadamente las respuestas correctas e incorrectas, no siempre logran
explicar las causas de error. Ademas, la soluciéon que proponen en ocasiones no se relaciona con
la evaluacion de la respuesta del estudiante. En la misma linea, y con el propésito de evaluar el
conocimiento del contenido y los estudiantes sobre probabilidad, Batanero et al. (2015) proponen
a futuros maestros identificar las respuestas correctas e incorrectas, y explicar las posibles
intuiciones o estrategias que han llevado a alumnos (ficticios) a dar una respuesta incorrecta.

Aunque inicialmente los maestros en formacion habian mostrado un razonamiento probabilistico
limitado, lograron de manera mayoritaria elaborar explicaciones pertinentes a las respuestas
erréneas de los alumnos. Vasquez y Alsina (Vasquez & Alsina, 2015a y 2015b) disefiaron y
aplicaron un cuestionario para evaluar el conocimiento didactico-matematico de maestros en
ejercicio para la ensefianza de la probabilidad. La evaluacién del conocimiento del contenido en
relacién con los estudiantes (facetas cognitiva y afectiva) se lograba mediante la identificacion de
las respuestas correctas y la descripcion de las posibles dificultades que lleva a alumnos (ficticios)
a ofrecer las respuestas incorrectas. La evaluacion del conocimiento del contenido en relacién con
la ensefanza (facetas interaccional y mediacional) se planteaba por medio de la reflexidon sobre las
estrategias que utilizaria el profesor para que los alumnos que han dado una respuesta inadecuada
se den cuenta de su error y lo superen. Los resultados mostraron un nivel de desempeno limitado
en los diferentes tipos de conocimientos involucrados, especialmente en lo relativo a la nocién de
suceso seguro, el cdlculo y comparacion de probabilidades de sucesos elementales, y la
comprensién de la independencia de sucesos.

Drose et al. (2022) propusieron a futuros profesores de secundaria de matematicas el analisis de
una resolucién real a un problema de probabilidad condicionada junto con un extracto de un
didlogo (vifieta) entre estudiantes para investigar sus competencias docentes. Entre los resultados
observaron que los futuros docentes percibian errores procedimentales, pero menos las
dificultades conceptuales que los causan.

Numerosos estudios indican que muchos de los errores conceptuales y procedimentales en el
ambito de la probabilidad pueden deberse a un razonamiento proporcional insuficiente (Begolli et
al., 2021; Van Dooren, 2014). El razonamiento proporcional forma parte del andlisis del espacio
muestral, la cuantificacion proporcional de las probabilidades y la comprension y uso de las
correlaciones (Bryant & Nunes, 2012; Van Dooren, 2014). Por este motivo, recientemente, Burgos
y colaboradores han evaluado especificamente los conocimientos y competencias de futuros
maestros de Educacién Primaria para interpretar las respuestas de estudiantes en tareas de
comparacion de probabilidades (Burgos et al., 2022) y de juego equitativo Burgos et al., 2023),
analizando cémo identifican el razonamiento proporcional, o su ausencia, en las practicas
matematicas de los escolares. Los resultados evidencian las dificultades de los futuros docentes
para justificar por qué consideran correcta la respuesta de un alumno; se basan en una solucién
experta o previa para decidir si es una buena solucién o no, sin analizar o cuestionar los argumentos
gue permiten asegurar la validez de la respuesta del estudiante.
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Método

Se adopta un enfoque metodoldgico cualitativo y exploratorio (Hart et al., 2009) con el objetivo
de comprender la capacidad de maestros en formacién (MF en adelante) para analizar e interpretar
las respuestas de alumnos de primaria a problemas de razonamiento probabilistico. En esta
investigacion participaron 133 MF (referidos como MF1, ..., MF133 para garantizar su anonimato)
estudiantes de tercer curso del Grado de Educacién Primaria de una universidad espainola, durante
el curso 2022/2023, quienes cursaban una asignatura que aborda los bloques de contenidos
especificos de Estadistica, Azar y Aritmética. En el momento de la intervencién, ya habian recibido
formacién didactico-matematica previa de los dos primeros bloques. Esta formacién abarcé
aspectos epistémicos (principales conceptos, propiedades y procedimientos estocasticos),
cognitivos (aprendizaje de la probabilidad, andlisis de errores y dificultades) e instruccionales
(disefio y secuenciacion de tareas, materiales y recursos para la ensefianza de la probabilidad).

En este trabajo, analizamos las respuestas a una tarea especifica (Figura 1) incluida en la evaluacién
de la materia dedicada a la ensefianza y aprendizaje de la estadistica y la probabilidad, cuya nota
tenia un impacto directo en la calificacién final de la asignatura. Los MF debian analizar las
soluciones de tres alumnos ficticios a un problema que combina dos aspectos esenciales del
razonamiento probabilistico: la cuantificaciéon proporcional de las probabilidades y la compresién
de la construccion del espacio muestral (Hernandez-Solis et al., 2021, Supply et al.,2023).

Figural
Formulacioén de la tarea propuesta

A continuacion, aparecen las soluciones de tres alumnos de primaria al siguiente problema:
Disponemos de dos cajas, la caja A y la caja B, gque contienen ambas bolas blancas y bolas
negras. En la caja A porcada bola blanca hay tres bolas negras. En la caja B hay 20 bolas (entre
negras y blancas). ;. Cuantas bolas hay de cada color en la caja B si es igual de probable sacar
una bola blanca que en la caja A?

Respuesta de Luis Respuesta de Carla

Caja A- por cada blanca hay 3 negras

Caja B-20 bolas (entre ambas) Caja A—P(blanca)=1/3=0,3
000000000000 S_blancas Caja B — P(blanca)= X/20 X: casos posibles
of X X JOI I 1 J 15 negras

Nos dice que por cada bola blanca hay 3 bolas A B

negras en la caja A y en la caja B hay 20 bolas / \

entre blancas y negras. Para que sea igual de

probable sacar una bola blanca en ambas 1 blanca=3 negras 20 bolas

(negras— blancas)

cajas significa que ambas cajas tienen las X
mismas bolas, es decir, 20 bolas. Por tanto, 0,3 =— 20
mediante el esquema observamos que hay en -
la caja AS bolas blancas y 15 negras y por tanto 03xX20=X ‘x_g‘g
en la caja B hay otras 5 bolas blancas y otras 15 X=6 00
negras, ya que para que haya la misma W
probabilidad de sacar un color tiene que haber 20 bolas ’
las mismas bolas de ese color. — 6 casos posibles (blancas)

14 bolas negras

Respuesta de Alba
P(B)=6/20=0,3

A Es decirde cada 4 bolas, 1 blanca

1/3 y 3 negras

La probabilidad de sacar bola blanca en la caja
A es de 0,3; y en la caja B es exactamente la
misma. Por tanto, hacemos la probabilidad de
sacar bola blanca; que es los casos favorables
“X" (desconocemos) entre los casos posibles
que son 20 (porque hay ese namero de bolas).
Al despejar la ecuaciéon nos damos cuenta de
que hay 6 casos favorables de sacar blanca.
Por tanto, al restar 6 a 20 bolas; nos da 14
negras.

20 B lgual de probable de sacaruna bola
bolas blanca que en la caja A

Supongamos que en la caja A hay Gnicamente
4 bolas. Si en la caja B hay 20, eso quiere decir
que hay 5 veces mas bolas que en la A.
Entonces multiplicamos 1/3x5 y nos da como
resultado 5/15, es decir, por cada 5 bolas
blancas hay 15 negras. Si en la caja B habia 20

6 bolas bl B
bolas, entonces unicamente hay 5 blancas. otas blancas Caja B
14 bolas negras

a) ¢Crees que son correctas las soluciones y las justificaciones dadas por los alumnos?
:Qué errores han cometido? Justifica tu respuesta analizando individualmente la
respuesta de cada alumno.

b) ¢En qué soluciones se identifica cierto conocimiento de la probabilidad? Justifica tu
respuesta indicando el o los alumnos que lo poseen.
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Para llevar a cabo la investigacién, las investigadoras realizaron, en primer lugar y de manera
independiente, el andlisis a priori de la tarea propuesta. Este fue contrastado y consensuado
después, contando con la participacién de una experta colaboradora externa. Como resultado de
este andlisis, se observa que Luis determina correctamente la composicién de la caja B siguiendo
una estrategia de reparto equitativo. Sin embargo, su justificacién no es del todo adecuada pues
asume que debe haber el mismo nliimero de bolas en ambas cajas para que la probabilidad sea la
misma. Si bien no le impide obtener la composicién adecuada, evidencia un desconocimiento de la
naturaleza proporcional del calculo de probabilidades que puede limitar su comprension sobre la
equiprobabilidad.

Alba obtiene la composicién correcta de la caja B, suponiendo que en la caja A hay sélo 4 bolas.
Esta particularizacion es posible desde el punto de vista de la equivalencia (mismas probabilidades)
de las cajas, luego podria tener conciencia de la naturaleza proporcional del célculo de
probabilidades (se obtiene la misma probabilidad respetando la razén entre casos favorables y
desfavorables), aunque no lo dice explicitamente. En la representacién expresa la razon de bolas
blancas a negras en A y establece una relacién multiplicativa entre esta y la composicion de la caja
B (“5 veces mas bolas que en la caja A”). Cuando Alba expresa “¥%x5 y nos da como resultado 5/15,
es decir, por cada 5 bolas blancas hay 15 negras”, podria estar cometiendo un error en la
multiplicacién de la fraccion por un nimero (multiplicar numerador y denominador por dicho
numero). Sin embargo, es posible que su intencidn fuera usar “x5" para expresar la relacién 5 veces
mas; asi obtiene la fraccién 5/15 equivalente a la que determina la composicion en A, %,
“multiplicando por 5”. Asi se pueden identificar como conocimientos implicitos en la respuesta de
Alba: ideas de espacio muestral, casos favorables, casos posibles, naturaleza proporcional del
calculo de probabilidades. La respuesta de Carla pone de manifiesto la confusién entre los términos
“posible” y “favorable” (mal uso en el lenguaje, no desconocimiento del concepto): antes de
plantear la ecuacion proporcional llama “posibles” a los casos “favorables”, cuando se refiere a “x”
como la cantidad desconocida de bolas blancas en B, pero, luego si identifica “x=6" como el nimero
de casos favorables, siendo 20 los posibles en B. Por tanto, parece conocer la nocién de espacio
muestral. Aunque plantea la ecuacion proporcional derivada de la igualdad de probabilidades (lo
que supone entender el cardcter proporcional del célculo de probabilidades), en el caso de la
probabilidad de A, en el término de la izquierda, usa la razén 1 a 3 (favorables a desfavorables) en
lugar de 1 a 4 (favorables a posibles).

En el término de la derecha, si aplica correctamente la regla de Laplace, por lo que su conocimiento
al respecto podria ser parcial (lo aplica bien en un momento y mal en otro). Asi, se pueden
identificar como conocimientos implicitos en la respuesta de Carla: ideas de espacio muestral,
naturaleza proporcional del calculo y la comparacién de probabilidades.

A continuacién, cada una de las investigadoras realizé de forma individual el andlisis de contenido
(Cohen et al., 2018) de parte de las respuestas de los MF, identificando categorias de respuestas
en cada consigna. Asi, identificaron fragmentos que incluian referencias a las practicas operativas
(la estrategia de solucion) y las practicas discursivas (la argumentacidon o justificacién de la
solucion), localizando las alusiones a elementos matematicos y como los utilizaban para interpretar
la comprensién o el error reflejado en las respuestas de los alumnos. Después las investigadoras
compartieron y discutieron los resultados, consensuando la valoracién y una primera posible
categorizacion. Este método se repitié hasta completar el andlisis de la mitad de los informes de
los participantes. Como resultado de un proceso ciclico e inductivo, propio de la investigacion
cualitativa, se obtuvieron las categorias descritas en la seccion de resultados, tanto para el analisis
de las soluciones vy justificacién como para la identificacién de conocimientos a través de las
respuestas de los estudiantes.

Resultados

En esta seccién describimos como valoran, es decir, como reconocen los MF el grado de correccién
de las respuestas de los alumnos en base a la interpretacién de sus soluciones vy justificaciones, y
de qué manera atienden a los elementos matematicos para interpretar sus errores y su
comprension.
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Valoracién del grado de correccién de las respuestas de los alumnos

Valoracién de la respuesta de Luis. A continuacién, describimos las categorias derivadas de las
valoraciones a la solucién de Luis por los MF.

Igual probabilidad no supone igual nimero de bolas. En esta categoria los MF sefalan que,
aunque Luis obtiene la composicion “proporcionalmente”, su argumento es incorrecto,
pues una probabilidad de éxito igual en ambas cajas no implica, obligatoriamente, una
igualdad en el nUmero de bolas de cada color. Por ejemplo:

Su justificacion [de Luis] no es correcta, ya que no comprende la relacion de
proporcionalidad. Piensa que debe haber el mismo nimero de bolas para tener la
misma probabilidad, pero en realidad, basta con que sean proporcionales. Su respuesta
es posible, pero debe comprender dicha relacion (MF24).

Igual probabilidad supone igual nimero de bolas. En esta categoria los MF consideran la
respuesta de Luis como correcta, admitiendo que si la probabilidad de éxito es la misma
necesariamente debe haber el mismo niimero de bolas de cada color en ambas cajas. Por
ejemplo:

En el caso de este alumno [Luis], si es correcta su respuesta dada sobre el problema
dado, llegando a la conclusion de que si en la caja A hay 5 bolas blancas y 15 bolas
negras, para tener la misma probabilidad en ambas cajas deber tener el mismo nimero
de cada color de bolas (MF18).

Estrategia adecuada. Se considera adecuada la estrategia icdnica seguida por Luis sin
reflexionar sobre la justificacion que afnade. Por ejemplo:

En el caso de Luis vemos como su respuesta es correcta, ya que ha llevado a cabo un
buen razonamiento en cuanto a la distribucién de las bolas y al uso de términos tales
como la equiprobabilidad de los sucesos. Ha hecho uso de un esquema, el cual le ayuda
a comprender la distribucién de los colores en ambas cajas (MF51).

No concluyente. Se recogen las respuestas de los MF que no se alinean con ninguna de las
categorias previas y que no proporcionan una interpretacion clara de su valoracién de la
solucion de Luis. Asi, se considera no concluyente la respuesta de MF122: “El resultado
obtenido por Luis es correcto, ya que como bien ha justificado por cada 5 bolas blancas
obtendremos 15 negras”.

En la Tabla 1 se recoge la distribucién de frecuencias de respuestas de los MF segln estas
categorias. Aunque no es un porcentaje muy elevado, si es significativo que el 12 % de los MF se
basen en el argumento “si la probabilidad de éxito es la misma necesariamente debe haber el
mismo numero de bolas de cada color en ambas cajas” para valorar como adecuada la respuesta
de Luis (también incluso para considerar como no del todo apropiadas las de Alba o Carla por no
asumirlo).

Tabla 1

Distribucion de frecuencias (porcentajes) en la valoracion a la respuesta de Luis por los MF (n=133)

Categorias Frecuencia (%)
Igual probabilidad no implica igual cantidad de bolas 79 (59.40)
Igual probabilidad implica igual cantidad de bolas 16 (12.03)
Estrategia adecuada 16 (12.03)

No concluyente 19 (14.29)

Sin respuesta 3(3.26)
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Solo el 17 % de los participantes considerd globalmente incorrecta la respuesta proporcionada por
Luis. En contraste, una parte significativa de los MF valoro la respuesta de Luis de manera positiva:
el 35 % la considerd correcta en su totalidad, es decir, tanto la estrategia como la justificacién, y el
44 % de los MF concluyé que, aunque la justificacion de Luis no era adecuada, la composicion de
la caja propuesta era correcta. En escasas ocasiones interpretaron por qué era correcta su
estrategia, haciendo mas referencia en todo caso a la representaciéon (“uso de dibujos”) que al
reparto proporcional.

Valoracién de la respuesta de Alba. Como resultado del andlisis de las producciones de los MF se
encontraron las siguientes categorias de valoracién de la respuesta de Alba.

- Estrategia adecuada apoyada en la proporcionalidad. Se considera que la estrategia seguida
por Alba es adecuada y se menciona explicitamente la proporcionalidad o la equivalencia
de fracciones. Por ejemplo:

Tanto la respuesta como la justificacion [de Alba] es correcta ya que ha identificado la
proporcionalidad entre ambas cajas. Identifica tanto los casos favorables como los
posibles y entiende la proporcién que debe haber entre ambas cajas para que se cumpla
la equiprobabilidad (MF72).

- Uso erréneo de las fracciones. En esta categoria los MF indican que, aunque la solucién de
Alba es adecuada, su justificaciéon incluye un error al representar las fracciones o al
expresar la operacion con estas. Por ejemplo:

Alba, sin embargo, a la hora de justificar [...] de realizar la operacion de %x5 la ha
realizado mal ya que el 5 simplemente multiplica al numerador ya que el denominador
seria 1. Deberia de haber multiplicado las blancas y negras, cada una por 5 que es por
lo que multiplica (MF112).

- Ausencia de razonamiento probabilistico. Se considera que Alba no emplea un razonamiento
probabilistico adecuado. En particular, no tiene en cuenta la equiprobabilidad, no calcula
0 no compara probabilidades o considera erréneamente el nimero de casos posibles. Por
ejemplo, el argumento que da [Alba] no es adecuado. Establece la proporcionalidad en
ambos casos, teniendo en cuenta que en la bolsa B hay también por cada blanca tres
negras, pero no hay la misma probabilidad que en la bolsa A de sacar blanca. Aplicando
Laplace 5/20%% (MF23).

- Uso incorrecto de la razén 1 a 3 en lugar de 1 a 4 (no como probabilidades). Por ejemplo,
MF73 indica “su respuesta [de Alba] y razonamiento son incorrectos ya que la razén en la
caja A con 4 bolas no seria % sino % y % para blancas y negras respectivamente”.

- Asumir incorrectamente que en A hay 4 bolas. En esta categoria los MF plantean que Alba
comete el error de considerar que en la caja A hay 4 bolas, sin respaldar esta suposicion.
Por ejemplo, MF91 indica que “el fallo [de Alba] viene cuando admite que en la caja A hay
Unicamente 4 bolas, dato del cual no hay informacion”.

- No concluyente. Se recogen las respuestas de los MF que no se alinean con ninguna de las
categorias previas y que no proporcionan una interpretacion clara de su valoracién de la
respuesta de Alba. Estos MF habian considerado globalmente correcta su solucién, pero a
lo sumo indicaban el “uso de la légica”, la coincidencia con la composicion esperada o la
evidencia de conocimientos probabilisticos sin precisar cudles (por ejemplo, “tanto la
respuesta como la justificacion [de Alba] son correctas. Se nota que ha adquirido
correctamente los conocimientos de probabilidad”, MFé).

Como muestra la Tabla 2, hubo un alto porcentaje de valoraciones no concluyentes de la respuesta
de Alba. De hecho, los MF tuvieron grandes dificultades para valorar la respuesta de Alba, en
muchos casos porque no interpretaron adecuadamente el papel de las fracciones en su estrategia
considerando, por ejemplo, que para Alba % es la probabilidad de sacar bola blanca en A. Algunos
expresan abiertamente no entender su estrategia (“no sé de dénde ha sacado las 4 bolas y no sé
por qué hay 5 bolas mas que en la A”, MF25). En otros casos, no reflexionan sobre el posible
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significado de “...hay 5 veces mas bolas que en la A. Entonces multiplicamos %x5 y nos da como
resultado 5/15.”

Del 46 % de los MF que consideraron correcta la soluciéon de Alba, los que aportaron alguna
valoracién concluyente se basaron en el uso de la proporcionalidad para determinar la composicién
de la caja B. Estos MF entienden que las fracciones empleadas por Alba representan
probabilidades. Aquellos MF que valoraron como globalmente incorrecta la respuesta de Alba (24
% de los MF) se centraron fundamentalmente en el uso erréneo de la relacién 1 a 3 en lugar de 1
a4y laausencia del calculo de probabilidades. Finalmente, los que consideraron que la justificacion
no era adecuada pese a ser correcta la composicidn obtenida en la caja, se basaron principalmente
en la expresion incorrecta de las fracciones o las operaciones con estas.

Tabla 2
Distribucion de frecuencias (porcentajes) en la valoracion a la respuesta de Alba por los MF (n=133)

Categorias Frecuencia (%)
Estrategia adecuada apoyada en la proporcionalidad 23(17.29)
Uso erréneo de las fracciones 17 (12.78)
Ausencia de razonamiento probabilistico 19 (14.29)
Uso erréneo de la relacion 1:3 por 1:4 20 (15.04)
Asumir que en A hay 4 bolas 12 (9.02)

No concluyente 38 (28.57)

Sin respuesta 4 (3.01)

Valoracién de la respuesta de Carla. En lo que sigue resumimos las categorias derivadas de las
valoraciones de los MF a la solucién de Carla.

- La composicién de la caja B no respeta la razén o probabilidad de la caja A. Se considera que
la respuesta de Carla es incorrecta ya que la composicién que obtiene de la caja B no
cumple que la probabilidad de sacar bola blanca sea la misma que en A (“[...]Jno es correcto
ya que no hay la misma probabilidad de sacar una bola blanca en ambas cajas, esto es
debido a que en la caja B pone que hay 14 bolas negras y 6 blancas”, MF99) o no respeta
la razén de bolas blancas a negras en A:

No ha tenido en cuenta a la hora de comprobar el resultado obtenido de que por cada bola
blanca hay 3 negras. Si tenemos en cuenta ese esquema en total habria 18 bolas negras y
6 bolas blancas. Por lo tanto, habria un total de 24 bolas (blancas y negras) (MF83).

- No identificacién o confusion entre los casos favorables y posibles. Se considera que Carla
tiene dificultades para determinar o diferenciar los casos posibles y favorables en los
espacios muestrales de ambas cajas. Por ejemplo, MF93 precisa que: “Esta alumna [Carla]
no es capaz de identificar casos favorables y casos posibles. Por ello, dice que la
probabilidad de sacar blanca es %, cuando realmente seria %".

- Uso erréneo de la relacion 1:3 por 1:4 (no como probabilidades). Se considera que el error en
la respuesta de Carla procede de pensar en la relacion de casos favorables a desfavorables
(1 a 3) en lugar de casos favorables a posibles (1 a 4). MF32 indica en este sentido “Su
error [Carla] viene de interpretar mal la fraccién. Ha puesto que % representa a la caja A
porque hay 1 por cada 3, pero no ha visto que son 4.”

- Error en el cdlculo de la probabilidad de sacar bola blanca. Se considera que el planteamiento
de Carla es adecuado y que lo que le ha impedido llegar a la solucion correcta es el calculo
erréneo de la probabilidad de sacar bola blanca en A:
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[Carla] se ha equivocado en averiguar las bolas blancas de la caja B, ya que ha puesto
que la probabilidad de sacar blanca en la caja A es de %y seria %, tenemos cuatro bolas
y una de ellas es blanca (MF78).

- Uso de la regla de Laplace para plantear una ecuacion proporcional. En esta categoria los MF
reconocen como correcta (mas sofisticada) la estrategia de Carla basada en el planteamiento,
a partir de la regla de Laplace, y resolucién de una ecuacién. Por ejemplo, MF55 aprecia que:
“Larespuesta [de Carla] es correcta y justificada, pues ademas de entender el concepto, realiza
operaciones y despeja la “x” para conocer los casos posibles de obtener blanca en la caja B.”

- No concluyente. Los MF no basan su juicio en elementos matematicos (por ejemplo, MF27
indica que “probablemente haya alglin error al aplicar sus conocimientos al ejercicio") o cuando
los mencionan no se ajustan a las practicas matematicas de Carla (por ejemplo, MF41 apunta
como error “[Carla] da por hecho que en las dos cajas hay 20 bolas").

En la Tabla 3 se incluye la distribucién de frecuencias de respuestas de los MF segln estas
categorias.

Tabla 3
Distribucién de frecuencias (porcentajes) en la valoracion a la respuesta de Carla por los MF (n=133)

Categorias Frecuencia (%)
La composicion de la caja B no respeta razén o probabilidad de la caja A 22 (16.54)

No identificacién o confusion entre casos favorables y posibles 24 (18.05)
Uso erréneo de la relacion 1:3 por 1:4 26 (19.55)
Error en el calculo de la probabilidad de sacar bola blanca 20 (15.04)
Aplica regla de Laplace para plantear ecuacién proporcional 11 (33.33)

No concluyente 20 (15.04)

Sin respuesta 10(7.52)

Para el 60 % de los participantes, la solucién de Carla es incorrecta. Sin embargo, cuando explican
su valoracién sélo identifican parcialmente los errores, destacando el uso incorrecto de la razén 1
a 3 en vez de 1 a 4 o las dificultades para distinguir casos favorables y posibles a la hora de
determinar las probabilidades. En otros casos sdélo indican que el resultado no es el esperado bien
en términos de distribucién o de probabilidad, expresando sus dudas sobre cémo Carla obtiene
este resultado: “No comprendo muy bien el sistema operacional de Carla, pero creo que es erréneo
debido a que el resultado final que muestra no da que haya la misma distribucién de bolas blancas
y negras en ambas cajas” (MF46).

El caracter “mas algebraico” de la solucién de Carla podria haber influido en la valoracion de su
solucion por parte de los MF, quienes tienden a considerar el uso de expresiones algebraicas como
garantia de rigurosidad en un proceso de resolucion (“Carla decidié tomar un enfoque mucho mas
matematico que visual, queriendo calcular la probabilidad con una ecuacién desde una perspectiva
clasica con la regla de Laplace”, MF11). Asi un 14 % de los MF considerd correcta la solucion
propuesta por Carla basandose (cuando su valoracidon fue concluyente) en el planteamiento y
resolucién de una ecuacién proporcional derivada de la aplicacién de la regla de Laplace. Adema3s,
un 11 % de los MF indicé que, pese a que la composiciéon obtenida para la caja A era incorrecta
(bien por error operacional al calcular la probabilidad de obtener bola blanca, o bien por haber
confundido la fraccion % por %) la intencién detras de la estrategia era correcta. Por ejemplo,
MF107 aprecia:

No es correcta su respuesta [la de Carla]. La idea en general de Carla es acertada, sin embargo,
se equivoca al establecer las equivalencias, escribe la probabilidad de sacar blanca es % cuando
realmente es %. Este fallo ocasiona que todo esté mal.
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Observamos un aumento del nimero de MF que no dieron una evaluacién del grado de correccién
de la respuesta de Carla.

Identificacion de conocimientos

En la segunda parte, los MF debian indicar justificadamente qué respuestas de los alumnos
reflejaban alglin conocimiento probabilistico. Atendiendo al analisis a priori (seccion de Método)
mas alla de la familiaridad con los términos “probable” y “probabilidad” no es posible identificar
conocimiento de la probabilidad en la respuesta de Luis, pues no reconoce la naturaleza
proporcional del calculo de probabilidades.

En el caso de Alba se pueden identificar como conocimientos implicitos: nociones de espacio
muestral, casos favorables, casos posibles, naturaleza proporcional del calculo de probabilidades.

De igual forma, Carla tendria conocimientos sobre espacio muestral, asi como del caracter
proporcional del célculo y la comparacién de probabilidades. A continuacién, describimos y
ejemplificamos las categorias derivadas del anélisis de las producciones de los MF.

- Dominio de conceptos y términos probabilisticos. Esta categoria incluye las respuestas de los
MF que consideran como muestra de conocimiento probabilistico el empleo de términos
especificos como aleatorio, espacio muestral, casos favorables, casos posibles,
probabilidad o equiprobabilidad. Por ejemplo:

La explicacién realizada por Luis se encuentra dotada de lenguaje de probabilidad
(“igual de probable”, “la misma probabilidad” ...). Paralelamente, Alba y Carla han
demostrado también un buen manejo del lenguaje de la probabilidad, siendo en el caso
de Carla su explicacién un tanto mas clara y comprensible que la aportada por Alba,
pues incluso demuestra conocer elementos mas técnicos como los “casos favorables”
y “casos posibles” (MF2).

- Misma probabilidad implica mismo numero de bolas. Consideran incorrectamente como
muestra de conocimiento probabilistico en la respuesta de Luis, reconocer que, si la
probabilidad es la misma, la composicion de ambas cajas debe ser idéntica. Por ejemplo,
MF34 indica:

En la respuesta dada por Luis es donde se identifica el conocimiento adecuado de la
probabilidad. Cuando especifica que para que haya la misma probabilidad de sacar una
bola de un color debe haber las mismas bolas de ese color estd haciendo referencia a
sucesos equiprobables, es decir sucesos que tengan la misma probabilidad de suceder.

- Misma probabilidad solo requiere misma razén. Los MF sefnalan como conocimiento
probabilistico en las respuestas de Alba y Carla, tener en cuenta que la probabilidad puede
ser la misma sin que haya la misma cantidad de casos favorables y desfavorables, siempre
gue se mantenga su razon. Por ejemplo, MF13 indica que: “Alba sabe que no tiene que
haber el mismo nimero de bolas de cada tipo en la caja, sabe que teniendo la misma razén
tienen la misma probabilidad independientemente del nimero de bolas que contenga la
caja.”.

- Dominio de la regla de Laplace. En esta categoria los MF destacan el uso adecuado de la
regla de Laplace para el calculo de probabilidades como un indicativo de conocimiento
probabilistico. Por ejemplo, MF53 indica: “[Carla] utiliza la regla de Laplace para calcular la
probabilidad “a priori” (sin ser realizado el experimento) de “sacar bola blanca” en la caja A
(%). Si en la caja B tenemos 20 bolas (x/20) y lo relaciona.”.

- Conexion de probabilidad con proporcionalidad. Los MF identifican como conocimiento
probabilistico reconocer elementos propios de la proporcionalidad tales como la
equivalencia de fracciones, o la relacion multiplicativa entre cantidades de casos
favorables o posibles entre ambas cajas. Por ejemplo:

Alba posee un conocimiento adecuado de la probabilidad, pues valora la opcién de que
las cajas tengan diferente nimero de bolas y establece una relacién de
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proporcionalidad entre ambas, observando que en la caja B hay 5 veces mas bolas que
en la A (MF28).

La Tabla 4 muestra con qué frecuencia identificaron los MF estos tipos de conocimiento y en qué
alumno.

Tabla 4
Distribucion de las frecuencias (porcentaje) de respuesta segtin categorizacion asociada a la identificacién de
conocimiento probabilistico (n=133)

Categorias Luis Alba Carla Total
Dominio de conceptos y términos probabilisticos 5(3.76) 5(3.76) 9(6.77) 19
Misma probabilidad implica mismo niimero de 13(9.77) 1(.75) 0 (.00) 14
bolas

Misma probabilidad solo requiere misma razén 5(3.76) 20 (15.04) 9(6.77) 34
Dominio de la Regla de Laplace 5(3.76) 5(3.76) 26 (19.55) 36
Conexidn de probabilidad con proporcionalidad 2 (1.50) 21 (15.79) 2 (1.50) 25
No concluyente 25 (18.80) 18 (13.53) 11 (8.27) 54
Total 55(41.35) 70 (52.63) 57 (42.86)

El que los MF indiquen que se puede observar en su solucién conocimientos con relacién a los
términos probabilisticos, de la regla de Laplace o que Luis entiende que se mantiene la probabilidad
cuando lo hace la razén, muestra las dificultades que han tenido los participantes para valorar la
respuesta de este alumno. Ademas, el 11 % de los MF consideran que el Unico alumno que muestra
un conocimiento adecuado de la probabilidad es Luis, basandose fundamentalmente en que sélo
él asume la igualdad de la composiciéon de ambas cajas:

Luis esta en lo cierto pues si en "si en ambas cajas es igual de probable obtener blanca,
debemos asumir que en la caja A existe el mismo n.° de bolas, por tanto, si por cada bola
blanca existen 3 negras, habra 5 blancas y 15 negras.

Esto deja a Luis como Unica persona con un conocimiento adecuado de la probabilidad
(MF37).

Casi la mitad de las respuestas en las que los MF reconocieron conocimientos probabilisticos en la
respuesta de Luis, se consideraron no concluyentes, en tanto precisaban como muestra de
conocimiento la interpretacion correcta del enunciado, o lo que identificaban no eran
conocimientos probabilisticos (dibujos, conteo de bolas, etc.).

Mas de la mitad de los MF consideraron muestras de conocimiento probabilistico a través de la
respuesta de Alba. Ademas, aproximadamente un 26 % de los participantes seialaron que esta es
la Unica alumna con dicha caracteristica. Aunque algunas descripciones de los MF también fueron
no concluyentes (fundamentalmente por asumir la correccion de sus calculos como Unica muestra
de conocimiento probabilistico) cuando fueron mas precisas indicaban como conocimientos la
distincién entre misma probabilidad y misma composicién de las cajas, o bien que a través de su
estrategia se observa que Alba entiende el tratamiento proporcional de las probabilidades. En el
primer caso, aunque de manera informal, se refieren a la “equivalencia de urnas” (fijando la
atencion en el espacio muestral) en el segundo a comprender el caracter proporcional del célculo
de probabilidades (aunque Alba no menciona la probabilidad en su discurso).

[Alba] obtiene la proporcidén en que aumenta el nimero total de bolas. Posteriormente
utiliza esta proporcién para obtener cuantas bolas tiene la caja B de cada color. Para ello
multiplica las bolas blancas de la caja A por tal proporciéon y las bolas negras también. Con
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ello demuestra conocer la relacién de proporcionalidad que existe en el calculo de la
probabilidad para la resolucién de este problema (MF93).

Finalmente, algo mas del 40 % de los MF indican que Carla muestra conocimiento probabilistico
en su respuesta (considerandola la Ginica con este conocimiento en el 21 % de los casos) centrando
su justificaciéon de forma mayoritaria en la aplicacién efectiva de la regla de Laplace.

Discusion y conclusiones

El objetivo de este trabajo ha sido informar de los conocimientos y competencias de un grupo de
MF al interpretar las respuestas de alumnos a una tarea que busca determinar la composicién de
una urna de tal forma que la probabilidad de éxito sea la misma que en otra donde se conoce la
razon de casos favorables a casos desfavorables. Se trata de una tarea novedosa con relacién a las
planteadas habitualmente en investigaciones previas (Hernandez-Solis et al., 2021; Supply et al.,
2020), en la que juega un papel fundamental el razonamiento proporcional, asi como una de las
capacidades del razonamiento probabilistico “crear probabilidades”, que mas dificultades causa a
los estudiantes seglin Supply et al. (2020).

En linea con investigaciones previas (Batanero et al., 2015; Drose et al., 2022; Vasquez & Alsina,
2015a y2015b) los resultados muestran un conocimiento didactico-matematico insuficiente que
dificulta a los MF la tarea de identificar por medio de las practicas operativas y discursivas de los
alumnos, cual es su pensamiento matematico y justificar por qué consideran correcta o no la
respuesta de un alumno, cudndo muestran cierto conocimiento o qué error han cometido. Esto los
lleva a decidir la adecuacién de una solucidn, segln si se ajusta o no al resultado esperado sin
analizar la validez de las estrategias y justificaciones que emplean los alumnos ante una
determinada situacién-problema (Burgos et al., 2022, Burgos et al., 2023).

También se aprecian deficiencias en el conocimiento matematico, especialmente en lo que al
caracter proporcional de las probabilidades se refiere. Asi, algunos MF consideran que, si la
probabilidad es la misma en dos cajas, necesariamente deben tener el mismo ndmero de bolas de
cada color. Esto los lleva ademas a asumir que Alba y Carla cometen el mismo error, sin reflexionar
sobre sus practicas o por qué la composicidon que obtienen puede ser o no valida.

Observamos también que los MF usan de manera confusa el término “equiprobabilidad”; incluso
para valorar las respuestas de los tres alumnos, un mismo MF puede asociarlo con misma
probabilidad, entendida como mismo nimero de bolas, mientras que en el caso de Carla “tener en
cuenta la equiprobabilidad” se asocia a plantear la igualdad de las probabilidades.

Los MF no sélo deben ser capaces de reconocer errores, sino también comprensién a través de las
practicas de los alumnos. En este sentido, cuando los MF han identificado conocimientos
probabilisticos se han referido fundamentalmente al ambito de la proporcionalidad en el caso de
Alba (destacando su habilidad para conectar fracciones con probabilidad y comprender que la
equiprobabilidad no requiere igualdad numérica de bolas) o a la aplicacion de la regla de Laplace
en el de Carla.

Investigaciones previas respaldan que un razonamiento proporcional deficiente motiva muchos de
los errores al resolver problemas de probabilidad (Begolli et al, 2021; Van Dooren, 2014). Nuestros
resultados muestran, ademas, que un conocimiento deficiente del caracter proporcional del calculo
y comparacién de probabilidades limita a los profesores para identificar obstaculos de aprendizaje
(imponer la igualdad de composicién para tener la misma probabilidad en el caso de Luis) o para
entender el fundamento de las estrategias seguidas cuando resuelven un problema que implica el
razonamiento proporcional en el contexto probabilistico (por ejemplo, no contemplar la posibilidad
de usar las razones de casos favorables a desfavorables, en el caso de Alba o Carla).

Nuestros resultados subrayan, en linea con Fernandez et al. (2023), la necesidad de que los MF
dispongan de los conocimientos de matematicas y didactica de las matematicas especificos para
desarrollar las destrezas de identificar e interpretar correctamente la comprensiéon o las
dificultades de los estudiantes. Senalan ademdas la importancia de ofrecer a los MF mas
oportunidades durante su formacion para analizar la actividad matematica de los alumnos y de
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reforzar el papel del discurso matematico como medio para reconocer los conocimientos
matematicos de los alumnos mas alla de lo que evidencian los procedimientos (comunes o no) en
la solucion de un problema. Lograr la riqueza y las perspectivas relativistas necesarias para ofrecer
algo mas que una Unica "respuesta correcta" (Buforn et al., 2020) puede pasar por fortalecer la
flexibilidad de los futuros docentes para resolver problemas diluyendo las fronteras de aplicacion
entre los contextos (aritmético, probabilistico, geométrico...) en el andlisis de la actividad
matematica y de contar con pautas que los guien en esta tarea.

Las caracteristicas de los participantes (quienes se encontraban al comienzo de su formacién y
podrian tener una experiencia limitada en el drea de probabilidad) podrian influir en la
generalizacion de los resultados a otros contextos o grupos de docentes con una formacién mas
avanzada. Esta limitacién sugiere la necesidad de realizar estudios adicionales que incluyan
muestras mas diversas (tanto en tareas como en participantes), posibilitando un estudio mas
profundo de los conocimientos y competencias didactico-matematicas de los docentes en
formacién en cuanto al razonamiento probabilistico en diversos contextos. En particular, seria
beneficioso articular el analisis epistémico y cognitivo, e investigar la competencia para interpretar
las respuestas de los estudiantes en maestros en ejercicio, con el objetivo de identificar otros
aspectos, ademas de la conexién entre el razonamiento proporcional y el probabilistico, que
deberian integrarse en los programas de formacién de maestros.

Consideraciones éticas de la investigacion y uso de inteligencia artificial

En todo momento se ha garantizado la confidencialidad de los datos y no se han difundido nombres
ni informacioén que permitiera identificar al alumnado.

No se ha utilizado inteligencia artificial (IA) en ninguna fase de elaboracién de este trabajo.
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