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Resumen

El propósito de este artículo es analizar los algoritmos algebraicos lineales (álgebra lineal de la 
época) contenidos en el libro de texto universitario Elementos de Análisis Algebraico, escrito 
por Julio Rey Pastor en los años centrales de la segunda década del siglo XX. Estudiaremos la 
primera edición (1917), pues la temática a considerar no se modificó en las ediciones posterio-
res. El trabajo pone de manifiesto la modernidad de la obra mediante un análisis comparado 
con otras dos similares, de A. Capelli y L. Octavio de Toledo respectivamente.

Abstract

The goal of this article is to analyze the linear algebraic algorithms (linear algebra in that time) 
that are contained in the university textbook Elementos de Análisis Algebraico, written by 
Julio Rey Pastor during the middle years of the second decade of the 20th century. We will 
study the first edition (1917), since our subject remains unchanged in subsequent editions. 
This work considers the modernity of the book by means of a comparative analysis with two 
similar ones, by A. Capelli and L. Octavio de Toledo respectively.
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1. I ntroducción

El libro de texto para el primer curso de la Facultad de Ciencias, titulado Elemen-
tos de Análisis Algebraico [REY PASTOR, 1917] (en lo sucesivo escribiremos simple-
mente Elementos), es la propuesta de su autor2 para la asignatura Análisis Matemático 
1º de la Facultad de Ciencias de la Universidad Central en Madrid, que comenzó a 
impartir el curso 1914-15. La obra tiene su origen en unos apuntes litografiados3 a los 
que nos referiremos con el término Resumen (o en plural si nos referimos también a 
los apuntes de Análisis Matemático 2º) que encabeza sus títulos. Elementos consiste 
en una reelaboración mejorada y ampliada del primer Resumen y del primer capítulo 
del segundo; pero el contenido algebraico que nos ocupa está en el primero de ellos. 

En un artículo reciente [ESPAÑOL et al., 2010] ha quedado justificado que los 
Resúmenes de Rey Pastor se ubican en una corriente europea, que se remonta a Eu-
ler, de textos de análisis algebraico, entendido éste como el análisis matemático pre-
vio a la introducción del cálculo infinitesimal. El contenido esencial de las asignatu-
ras Análisis Matemático 1º y 2º, que surgieron en España en la segunda mitad del 
siglo XIX, era un análisis algebraico4 que seguía de cerca la obra Elementos de Mate-
máticas del alemán Baltzer [1879-81], mientras que Rey Pastor tomó inspiración en 
varios autores de mayor nivel y modernidad, entre los que destaca el italiano Capelli 
[1909]5. El propósito de este artículo es particularizar el análisis en el fragmento de 
Elementos dedicado a los algoritmos algebraicos lineales. Aunque Elementos tuvo 
muchas ediciones, estudiaremos la primera de 1917, pues en ella se fija, salvo peque-
ños detalles, el contenido algebraico objeto de este artículo.

La introducción que el autor escribió para la primera edición de Elementos em-
pieza con este párrafo: 

Agotada rápidamente la corta tirada que hicimos del primer tomo de nuestro curso autografiado, en 

que resumíamos las lecciones explicadas en la Universidad de Madrid, nos hemos creído obligados a 

corresponder a la benévola acogida del público, abordando la publicación de un tratado de Análisis 

algebraico [REY PASTOR, 1917, p. 3].

Los apuntes fueron un texto rápido para las necesidades de la clase, pero Elemen-
tos ya era un trabajo más elaborado que merecía el nombre de tratado, como explica-
ba su autor en la misma introducción: 

Un curso es una selección de cuestiones fundamentales, aunque no constituyan sistema; es una ex­

cursión exploradora por el campo de una Ciencia; es como un plano que sirve de preparación y guía 

para el estudio de los tratados. Un tratado general debe contener, en cambio, una exposición sistemá­

tica del organismo de una ciencia; debe ser la cantera de donde puedan extraerse cursos variados 

[REY PASTOR, 1917, p. 4].

El objetivo que nos proponemos en este artículo es extraer el «curso de álgebra 
lineal» contenido en Elementos y someterlo a un análisis crítico histórico. Hablar de 
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«álgebra lineal» a la altura de la Primera Guerra Mundial es algo anacrónico, ya que 
dicha expresión pertenece más bien al lenguaje acuñado en los años treinta una vez 
que el álgebra adoptó su nueva imagen pasando a ser una teoría de las estructuras 
algebraicas [CORRY, 1996]. Pero para el joven catedrático Rey Pastor, igual que, en 
general, para los matemáticos de su tiempo, el álgebra tenía su sentido clásico como 
resolución de las ecuaciones dadas por polinomios. Si el grado de los polinomios no 
pasa de la unidad se está en el caso lineal, en el cual la teoría se convierte en la reso-
lución de sistemas lineales, que utiliza determinantes.

Rey Pastor asume plenamente el espíritu del tradicional análisis algebraico basa-
do en la introducción de los números por el método genético, ampliación sometida 
al principio de permanencia de las leyes formales de Hankel6. Esto significa que cada 
sistema de números se construye a partir del anterior y se definen las operaciones del 
sistema nuevo de modo que extienden las del anterior y conservan sus propiedades 
básicas (asociativa, conmutativa, distributiva). Este criterio está más bien implícito 
en las diferentes obras que le precedieron, pero Rey Pastor lo hace explícito, convir-
tiéndolo en una propuesta programática:

Puesto que los números son el objeto del análisis algebraico, y los diversos campos numéricos nacen 

por ampliaciones sucesivas, y cada uno de ellos tiene sus problemas propios, estos sucesivos grados de 

amplitud del concepto de número señalan la clasificación natural del análisis algebraico, más adecua­

da para su estudio [REY PASTOR, 1917, p. 4].

En consecuencia, el libro está organizado en cuatro partes, de modo que en cada 
una de ellas se define un sistema de números, con sus operaciones y propiedades, y 
se desarrolla la teoría matemática que le corresponde. Las cuatro partes se dedican 
respectivamente a los números naturales, racionales, reales y complejos7. El «álgebra» 
y sus algoritmos finitos están en las dos primeras y el «análisis», con sus algoritmos 
indefinidos basados en la noción de límite, en la tercera y la cuarta. 

Antes de entrar en la materia propiamente dicha, incluiremos en la Sección 2 una 
somera descripción del diseño metodológico de Elementos. La siguiente sección esta-
rá dedicada a describir y analizar los algoritmos algebraicos lineales, o temas de álge-
bra lineal de la época, contenidos en Elementos. En la Sección 4 se realizará un análisis 
comparado de esta obra con dos libros contemporáneos con análogos contenidos y 
fines docentes. En primer lugar nos fijaremos en la obra Istituzioni di analisi algebri-
ca del italiano Capelli [1909], que inspiró a Rey Pastor, y después en las de Octavio de 
Toledo8 [1902, 1905, 1916], catedrático veterano asentado en Madrid con el que Rey 
Pastor compitió enseñando y publicando sobre las mismas materias. Terminaremos 
exponiendo unas conclusiones que precederán a la lista de las referencias utilizadas. 

2.  La estructura de Elementos

Elementos está escrito en tres niveles, utilizando distintos tamaños de letra y es-
pacios entre líneas, lo que da un carácter cíclico a la obra, preparada para ser asimila-
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da en varias lecturas. El tipo mayor se usa en el cuerpo central del texto, organizado 
en capítulos divididos en secciones y éstas a su vez en apartados distinguidos por 
números resaltados en negrita que se suceden de manera continua a lo largo de todo 
el libro. El autor los utiliza para las citas dentro del texto y como referencia en el 
índice de materias. Algunos de estos apartados van en tipo menor y en líneas más 
apretadas, para indicar que se trata de temas complementarios que pueden dejarse 
para una segunda lectura. Esta estructura está ocasionada por la variedad de estu-
diantes a los que el autor se dirigía, pues la asignatura Análisis Matemático 1º era 
cursada por todos los estudiantes de ciencias, no sólo de exactas, a los que el autor 
consideraba, no obstante, como los destinatarios principales de su obra. 

En su afán por proponer a los estudiantes de matemáticas, ya desde el primer 
curso, temas que pudieran provocar interés y orientar hacia estudios más avanzados, 
Rey Pastor añadió al cuerpo principal de su libro de texto, al final de los capítulos y 
en texto apretado, notas y comentarios con remisión a un escogido repertorio de 
obras para el estudio avanzado de los asuntos propuestos, y también para el conoci-
miento de su evolución histórica. 

Esta estructura, que se repite en obras posteriores, se corresponde con un objeti-
vo general del autor, profundamente involucrado en incrementar la recepción en 
España de la matemática europea más avanzada, esfuerzo que se inscribe en el pro-
yecto de regeneración nacional y progreso científico liderado en esos años por el fi-
lósofo Ortega, al que se sumó un nutrido grupo de artistas e intelectuales de la llama-
da «generación de 1914». Los universitarios y científicos de esta generación, Rey 
Pastor entre ellos, recibieron una formación europea a través de la Junta para Am-
pliación de Estudios e Investigaciones Científicas9.

En líneas generales, Elementos reduce sensiblemente el uso del lenguaje ordinario 
imperante en los textos españoles de matemáticas, aproximándose a los estilos más 
directos y concisos de textos extranjeros que conocía bien, en los que el lenguaje 
simbólico es usado con más amplitud: 

También nos hemos preocupado de alcanzar en el lenguaje el grado de concisión y precisión usuales 

en casi todos los libros extranjeros. Es seguro que el poco éxito conseguido en España por algunos 

excelentes libros importados radica en las dificultades que las inteligencias españolas encuentran para 

su lectura, y no por inferioridad nativa, sino por equivocada educación; pues acostumbradas a delegar 

en las páginas impresas el trabajo de discurrir, son incapaces de hacerlo por cuenta propia, cuando 

ello es necesario [REY PASTOR, 1917, p. 6].

Para Rey Pastor ahorrar espacio y tiempo expositivo significa tener la posibilidad 
de llegar más lejos: 

También hemos puesto especial cuidado en omitir toda clase de detalles superfluos o secundarios, 

que solo cansancio y desorientación producen. Deteniéndose solamente en las estaciones principales, 

es posible llegar en poco tiempo bastante lejos: mientras que perderse en una selva de minucias y 
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casos particulares, que confunden y oscurecen los troncos primarios, es esconderse voluntariamente 

a no salir nunca de la Matemática elemental [REY PASTOR, 1917, p. 4].

Elementos fue una obra recibida como una gran novedad en la matemática espa-
ñola, así se apreció ya el primer Resumen, tanto por los contenidos matemáticos y los 
aspectos generales del diseño del libro —aún mejorados en Elementos— como por 
otros aspectos:

Dejamos para el final dar cuenta de una utilísima innovación que presenta esta obra. Nos referimos 

a los artículos titulados «Notas y adiciones» con que finaliza cada capítulo.

En ellos se exponen sobriamente algunas ampliaciones de importancia secundaria en el «Curso» y se 

indican listas de libros en diferentes idiomas para el lector que desee profundizar en un determinado 

tema. Las citas están hechas de manera que evitan toda duda. Hay también al final una lista de trata­

dos completos de Análisis [CORREA, 1914-15, p. 298].

Similar acogida mereció la segunda edición de 192210:

La literatura española necesita esta obra de Rey, que como todas las suyas, tienden a llenar un vacío 

que nos falta para llegar a los problemas actuales de la matemática [Pineda, 1923, p. 84]. 

Sin duda este entusiasmo puesto en la recepción de lo nuevo reflejaba que el joven 
Rey Pastor superaba a los profesores de la materia en aquel tiempo. Elementos tuvo 
la tercera edición en 1930, con modificaciones y ampliaciones sobre la anterior, pero 
que no afectaron al contenido de álgebra lineal que protagoniza este artículo; esta 
edición también fue reseñada, esta vez por Bonet [1930]. Las ediciones posteriores 
fueron ya simples reimpresiones, que se prolongaron veinte años más allá de la 
muerte de su autor. 

3.  Los algoritmos algebraicos lineales en Elementos

El «álgebra» presente en Elementos está contenida en el bloque temático formado 
por los siete capítulos siguientes:

Parte Primera: El número natural.— I. Operaciones aritméticas fundamentales; II. Teoría de la divisi­

bilidad numérica; III. Análisis combinatorio.

Parte Segunda: El número racional.— IV. Operaciones elementales; V. Algoritmos de iteración; VI. 

Algoritmo de los determinantes; VII. Algoritmo algebraico.

Se observa que los «problemas propios» del número natural son la divisibilidad y 
la combinatoria; mientras que son propios del número racional, algoritmos como las 
progresiones, las fracciones continuas (finitas y periódicas) o los determinantes, así 
como el «algoritmo algebraico». Por tal entiende Rey Pastor el estudio de los poli-
nomios de varias variables y su divisibilidad, que realiza en los cuatro primeros apar-
tados del capítulo VII. En el quinto explica con ejemplos la idea general del álgebra 
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como resolución de sistemas de ecuaciones polinómicas, pero, ya en el sexto, advier-
te que si el grado es mayor que uno se pasa al álgebra superior, quedando para un 
primer curso tan sólo los sistemas lineales. 

En el Curso de algoritmos algebraicos lineales que vamos a extraer de Elementos 
prescindiremos del algoritmo algebraico general para poner de manifiesto la conti-
nuidad en el tratamiento de determinantes, matrices y sistemas, pues esta secuencia 
lineal no necesita —hasta donde es desarrollada, sin perjuicio de lo que diremos más 
adelante sobre divisores elementales— de la teoría general de los polinomios. Tam-
poco incluiremos en dicho curso la primera parte, evidentemente necesaria como 
requisito previo, principalmente la combinatoria utilizada en el estudio de los deter-
minantes. 

Rey Pastor explica de modo muy claro por qué el algoritmo algebraico es un 
tema «propio del número racional». Los números adecuados para tratar estos temas 
son los racionales porque forman un «cuerpo», noción que Rey Pastor asocia a los 
números en sus sucesivas ampliaciones, siendo el de los racionales el primer cuerpo 
que se presenta. Lo expresa así:

189. Cuerpo de números. […] Se llama cuerpo de números o campo de racionalidad a un conjunto de 

números, si toda operación racional (adición, sustracción, multiplicación o división de divisor no 

nulo), con números arbitrarios del conjunto, es siempre posible y el resultado pertenece también al 

conjunto.

Todos los números racionales forman, pues, un cuerpo, y éste es el cuerpo más sencillo. En efecto, en 

cualquier cuerpo de números figura el número 0 (como diferencia entre un número del cuerpo y él 

mismo), y también el número 1 (como cociente de un número por sí mismo); por tanto, figuran 

todos los números enteros (como resultado de sumar o restar unidades); luego también figuran todos 

los números racionales (como cociente de estos enteros). Más adelante veremos cuerpos más extensos 

que éste [REY PASTOR, 1917, p. 189]11.

Las únicas ampliaciones del cuerpo de los números racionales propuestas en Ele-
mentos son los cuerpos de los números reales y de los números complejos, que lo son 
en virtud del principio de permanencia de las leyes formales. La teoría de la divisibi-
lidad de los polinomios de varias variables con coeficientes racionales se repite tal 
cual, dice Rey Pastor, cuando los coeficientes son reales o complejos. Parece tener 
claro que lo que expone para el número racional valdrá para cualquier otro cuerpo de 
números, es decir, cualquier cuerpo intermedio entre los racionales y los complejos, 
pero sólo los tres básicos —racionales, reales, complejos— aparecen en Elementos. 

Esta forma de acceder a primeros conceptos abstractos como herramientas que 
permiten unificar y simplificar la explicación del álgebra clásica en el marco de los 
sistemas numéricos, es la misma que fue utilizada en las primeras décadas del siglo 
XX por no pocos algebristas, sobre todo alemanes, anteriores a la implantación ge-
neralizada en los años treinta de la nueva imagen del álgebra como teoría de las es-
tructuras algebraicas12.
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La noción de «cuerpo de números» es originaria de Dedekind, se encuentra por 
primera vez en los últimos suplementos añadidos por este autor a partir de la segun-
da edición de las Lecciones sobre teoría de números de Dirichlet (1871). Está mencio-
nado también en la obra ¿Qué son y para qué sirven los números? de Dedekind 
(1888). Rey Pastor no atribuye explícitamente este origen a dicho concepto, pero 
demuestra ser conocedor de la obra del alemán y se declara seguidor suyo al intro-
ducir los números naturales a partir del concepto de coordinación de conjuntos fini-
tos. Las obras antes mencionadas están incluidas entre las referencias que Rey Pastor 
propone para ampliar el contenido sobre teoría de números dado en Elementos. La 
de Dirichlet está citada por su cuarta edición de 1894, de la que dice:

Obra clásica, considerablemente ampliada por Dedekind en sus últimas ediciones. Contiene la parte 

elemental y además la teoría de las formas numéricas [REY PASTOR, 1917, p. 123].

3.1.  El índice del curso

Pasamos ya a describir el «curso de álgebra lineal» presente en Elementos, cuyo 
contenido básico está formado por determinantes y sistemas lineales, con un mínimo 
sobre matrices, al que se añade un complemento con más determinantes, el producto 
de matrices y breves notas sobre resultados adicionales. El orden en que presentamos 
el índice de este curso parcial sigue casi completamente el de Elementos, pero lo he-
mos simplificado un poco y reubicado al final algunos temas complementarios y 
notas. El resultado es el programa siguiente:

Curso de algoritmos algebraicos lineales

Determinantes y matrices
•  �Definiciones y propiedades fundamentales. Determinantes de segundo y tercer 

orden. Transformaciones de un determinante. Ejercicios. 
•  �Desarrollo de un determinante en suma de varios. Adjuntos. Desarrollo de un 

determinante por los elementos de una línea. Ejercicios.
•  �Desarrollo por menores complementarios. Producto de determinantes.
•  �Determinantes especiales: recíprocos, de Vandermonde, simétricos. Ejercicios. 
•  �Cálculo de matrices. Dependencia lineal de filas y columnas. Característica de 

una matriz. Cálculo de la característica. Aplicación geométrica.
Sistemas lineales

•  �Definiciones. Teorema Fundamental de Equivalencia.
•  �Método de reducción para resolver los sistemas de ecuaciones lineales. 
•  �Regla de Cramer. Sistema general de ecuaciones lineales. 
•  �Sistema de ecuaciones lineales homogéneas. Ejercicios.

Complementos y notas
•  �Otros determinantes especiales. 
•  �Teoremas de Hadamard y de Sylvester.
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•  �Determinantes de varias dimensiones.
•  �Producto de matrices. Sustituciones lineales.
•  �Divisores elementales.
•  �Bibliografía.

En la parte básica del curso, Rey Pastor explica el algoritmo de los determinantes 
siguiendo el plan tradicional: definición combinatoria, propiedades, desarrollos por 
una y h filas, producto de determinantes y determinantes especiales. Introduce las 
matrices como un cuadro de números 

escrito abreviadamente (aij), cuyo determinante, en el caso cuadrado m=n, indica 
escribiendo la matriz entre barras verticales |aij|. Termina su exposición con un «cál-
culo de matrices» dedicado a definir su producto y a calcular la característica de las 
mismas. Finalmente se aborda el estudio de los sistemas lineales. 

Los comentarios que siguen sobre el contenido del programa anterior se van a 
detener tan sólo en los detalles que merecen alguna atención especial. Destacan el 
producto de determinantes y matrices —tratado por el autor como tema principal y 
con un añadido significativo en los complementos—, el tratamiento dado a los siste-
mas lineales y, por último, la mención a los divisores elementales. 

3.2.  Producto de determinantes y matrices

Para calcular el producto de un determinante |aij| de orden n por uno |bij| de orden 
m, Rey Pastor, siguiendo el modo usual, construye una matriz de orden m+n, po-
niendo A=(aij), B=(bij) en la diagonal principal y en la otra diagonal la matriz O con 
todos su elementos nulos y una matriz arbitraria X=(xij), cada una de ellas con la di-
mensión rectangular adecuada. Entonces el determinante de la matriz así obtenida 

se puede calcular desarrollando por los menores de orden n de las primeras n filas; 
como de todos ellos es |aij| el único no nulo, resulta el producto |aij||bij|. 

Seguidamente obtiene la tradicional fórmula de Binet-Cauchy haciendo m=n y 
tomando xij=0 si i≠j, xii=–1, resultando la matriz –I opuesta de la matriz identidad 
de orden n. Mediante cálculos adecuados se obtiene una cadena de determinantes 
iguales:
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donde (bji) es la matriz que cambia las filas y las columnas de la matriz B=(bij), 
cambio que no altera el valor del determinante (la hoy llamada matriz transpuesta). 
Esta propiedad es enunciada en los siguientes términos [REY PASTOR, 1917, 
p. 226]:

220. Transformaciones de un determinante. Dos elementos a
ji
 y a

ij
, simétricos respecto de la dia­

gonal principal a
11

, a
22

, a
33

,…, a
nn

, se llaman conjugados. Los elementos de ésta son conjugados entre 

sí mismos.

I. El valor de un determinante no varía si se sustituye cada elemento por su conjugado, es decir, si se 

cambian las filas por columnas, y éstas por aquellas, sin alterar el orden relativo de los elementos de cada 

una. 

Para justificar la segunda igualdad se sustituye cada una de las primeras filas Ri de 
la matriz por la combinación lineal Ri+ai1Rn+1+ai2Rn+2+…+ainR2n, resultando la ma-
triz nula O en lugar de A=(aij) y apareciendo una matriz C=(cij) cuyo elemento cij es 
la «suma de los productos» de los aij con el índice i fijo por los bji con j fijo, es decir, 
el «producto» de la fila i de A por la fila j de B. Finalmente, aplicando de nuevo un 
desarrollo por menores y realizando un ajuste de signo se concluye la fórmula de 
Binet-Cauchy |aij||bij|=|cij|. 

Desde el punto de vista algorítmico seguido por Rey Pastor hay cierta libertad al 
confeccionar las operaciones, como él mismo señala después de la exposición ante-
rior [REY PASTOR, 1917, p. 241]: 

ESCOLIO. Como el valor de un determinante no altera si se cambian entre sí las filas y las columnas, 

puede hacerse también el producto por columnas; la fórmula es la misma, designando el producto de 

la columna i del primero por la columna j del segundo. Finalmente, puede hacerse multiplicando las 

filas del primero por las columnas del segundo, ó inversamente. 

La libertad para definir el producto usando filas o columnas es bien noto-
ria, ya aparece claramente expuesta —como en el escolio anterior, pero mencio-
nando la multiplicación por «horizontales», «verticales» o por «horizontales y 
verticales»— en el libro de Echegaray [1868, p. 336], que, como el propio autor 
declara, es una traducción libre de la primera parte de la obra del italiano Trudi 
[1862]13. 

Más adelante, en un párrafo complementario impreso en cuerpo menor, Rey Pas-
tor explica que este producto de matrices por filas se extiende de cuadradas a rectan-
gulares con las mismas dimensiones, para dar como producto una matriz cuadrada 
[REY PASTOR, 1917, p. 254]: 
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239. Producto de Matrices. Dadas dos matrices A y B con igual número n de filas, y el mismo nú­

mero m de columnas (matrices llamadas semejantes):

formemos la matriz cuadrada C de orden n, cuyo elemento general c
ij
 sea el producto de la fila i de la 

primera por la fila j de la segunda: 

y vamos a estudiar la relación que liga las matrices A y B, con esta otra C (formada por los elementos 

c
ij
) la cual se llama producto de ambas. 

Luego, con cálculos similares a los utilizados para demostrar la fórmula de Binet-
Cauchy (n=m) obtiene Rey Pastor [1917, p. 255] los resultados clásicos para n≠m. 

Este tema no merecería ser destacado por sí mismo, pues no deja de ser habitual 
en la teoría de determinantes, que Rey Pastor trató sin especiales novedades pero con 
habilidad para exponer de modo claro y sucinto. Lo que sí vale la pena señalar es la 
falta de coherencia que se advierte entre lo hasta ahora expuesto con estilo algorítmi-
co tradicional y una breve nota sobre sustituciones lineales en la que el autor se 
asoma a un modo funcional más moderno de entender las matrices. El producto de 
matrices cuadradas vuelve a aparecer en la nota III al capítulo VII, donde explica que 
los coeficientes de una sustitución lineal S forman una matriz cuadrada A, cuyo de-
terminante se denomina el módulo de la sustitución. Dadas dos sustituciones S, T de 
matrices respectivas A y B, el producto (composición) de las mismas tiene la matriz 
cij en la que cada elemento es 

… el producto de la fila i de la matriz B por la columna j de la matriz A; luego esta matriz es el pro­

ducto de ambas matrices. Por tanto:

El módulo del producto de las dos sustituciones lineales, es el producto de los módulos de ambas. [REY 

PASTOR, 1917 p. 305]

La afirmación anterior sobre el producto de las matrices es errónea porque defi-
nió el producto «fila por fila» y ahora lo usa en la forma «fila por columna», aunque 
el fallo se suaviza teniendo en cuenta el escolio antes citado, según el cual se recupe-
ra la verdad en la afirmación sobre los módulos, pues |bij|=|bji|.

La exposición del álgebra lineal realizada por Rey Pastor se produce en una etapa 
de solapamiento de los métodos algorítmicos propios de la teoría de los determinan-
tes que recorre el siglo XIX y las nuevas orientaciones algebraico funcionales intro-
ducidas en el último tercio del siglo. Cuando las matrices se asocian a las sustitucio-
nes lineales, su producto queda fijado en consonancia con la forma de operar éstas 
como transformaciones que se componen, apareciendo el producto de matrices es-
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tandarizado en la forma «filas por columnas», dejando de lado la ambigüedad propia 
del método algorítmico. Aunque no comete un error grave, Rey Pastor tiene al me-
nos un desliz al realizar incorrectamente, dentro de una misma obra, el encaje entre 
la tradición algorítmica que mantiene en el curso básico y el estilo funcional algebrai-
co más moderno que propone como material avanzado complementario14. Una de 
las referencias que incluye en estas notas es el libro de «álgebra superior» de Bôcher 
[1907], donde aparece la definición funcional del producto de matrices junto con las 
propiedades algebraicas de este producto; pero Rey Pastor no incorpora a Elementos 
el álgebra matricial. 

3.3.  Matrices y sistemas lineales

En este punto sí puede decirse que Rey Pastor ofrece un tratamiento bien actua-
lizado para su tiempo. Primero, al terminar el capítulo dedicado a los determinantes, 
establece la definición de característica de una matriz rectangular y expone el método 
para obtenerla con el menor gasto posible en los cálculos. Luego, ya en el capítulo 
siguiente, plantea de modo conciso y completo la discusión general de los sistemas 
lineales. Comienza observando, y llama al resultado «teorema fundamental de equi-
valencia», que dos sistemas tienen las mismas soluciones si uno de ellos resulta del 
otro sumando a una de sus ecuaciones una combinación lineal de otras. Pasa ensegui-
da a resolver los sistemas de igual número de ecuaciones que de incógnitas, para los 
que da dos métodos. El primero, que recomienda para la resolución práctica en el 
caso de tener coeficientes numéricos, es el «método de reducción» de Gauss, consis-
tente en triangular el sistema mediante combinaciones lineales de sus ecuaciones. 
Pero para la discusión completa del sistema debe seguirse, afirma el autor, el método 
de los determinantes de Cramer, que expone de modo claro y sucinto. Finalmente, 
explica de modo breve pero completo la solución de los sistemas generales de n ecua-
ciones con m incógnitas, utilizando el resultado de Cramer y la noción de caracterís-
tica; termina con los sistemas homogéneos tratados como un caso particular. Así 
enuncia el teorema general:

I. La condición necesaria y suficiente para que un sistema de ecuaciones lineales tenga solución, es 

que la matriz de los coeficientes y la matriz ampliada con los términos constantes, tengan igual carac­

terística.

II. Si la característica h es igual al número m de incógnitas, la solución es única; si es h<m, hay infi­

nitas soluciones, cada una de las cuales está determinada dando un sistema arbitrario de valores a las 

m–h incógnitas no principales (Rouché-Frobenius) [REY PASTOR, 1917, p. 300].

Para terminar este apartado nos vamos a referir a las menciones que hace Rey 
Pastor al matemático alemán Frobenius15, al que conoció cuando estuvo en Berlín 
durante el curso 1911-12. Digamos en primer lugar que el autor español usa el térmi-
no «característica» y no el de «rango», anotando a pie de página16 que «los autores 
alemanes, siguiendo a Frobenius, llaman a este número Rang», pero sin indicar refe-
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rencias concretas. Tampoco justifica los motivos que le llevan, al final de la cita ante-
rior, a asignar el teorema a «Rouché-Frobenius», denominación que no era usual y 
Rey Pastor adoptó. Si bien al componer este su primer libro de texto ya empezó el 
autor a proponer abundantes referencias y notas históricas, como hizo después en 
todas sus obras, en este asunto concreto no ofreció ninguna pista sobre datos que 
avalaran su asignación. Volveremos sobre este tema en la sección siguiente. 

3.4.  Divisores elementales

Apenas es un esbozo17, pero la presencia de esta teoría en un libro de texto espa-
ñol de esta fecha es novedosa. Tan sólo García de Galdeano, profesor de Rey Pastor 
en Zaragoza, había mencionado antes los divisores elementales18 como uno de los 
temas dignos de estudio que todavía no habían sido abordados por los matemáticos 
españoles. Rey Pastor alude a los divisores elementales en su aspecto algorítmico, 
como datos asociados a ciertos determinantes «cuyos elementos son funciones ente-
ras de una variable» que se presentan frecuentemente, dice el autor, en geometría 
analítica. Al mencionar esta procedencia, Rey Pastor pensaría en las colineaciones y 
los haces de cónicas o cuádricas, pero no se refiere explícitamente a estos problemas 
de clasificación. 

Como en la definición de los divisores elementales interviene la divisibilidad de 
polinomios, es posible que se encuentre aquí la justificación de la introducción de 
este tema en Elementos, antes del tratamiento de los sistemas de ecuaciones lineales 
y después del algoritmo de los determinantes; quizá Rey Pastor tuvo el propósito de 
exponer determinantes de polinomios, desistiendo al ver que esta materia quedaba 
fuera de los objetivos de un primer curso universitario, en cuyo texto dejó anotada 
tan sólo una huella inicial de la materia pendiente. En el primer Resumen sólo expu-
so la divisibilidad de polinomios en una variable, que en principio sería suficiente 
para introducir los divisores elementales, pero en Elementos pasó a varias variables, 
lo que aumenta considerablemente la dificultad, quizá excesiva para el primer curso.

Por otra parte, es digno de ser señalado que Rey Pastor menciona que hay otra 
teoría paralela de «divisores elementales numéricos» para determinantes «cuyos ele-
mentos son números enteros» con su propia divisibilidad. La visión unificadora que 
Rey Pastor acredita para la noción de cuerpo de números mediante la permanencia 
de las leyes formales, le falta a la hora de comparar la divisibilidad de los enteros y la 
de los polinomios (con coeficientes en un cuerpo de números), pues capta cierta si-
militud pero no unificación; antes bien, le parece que las diferencias son esenciales. 
En este punto Rey Pastor está instalado en el mismo nivel de uso de la abstracción 
(distintivo de modernidad) que otros autores relevantes que consultó, por ejemplo el 
propio Bôcher [1907] antes mencionado, pues tardaron en aislarse, más que para los 
grupos y los cuerpos, las leyes formales de la estructura de anillo19 que con el tiempo 
dieron lugar al tratamiento unificado de ambas divisibilidades basado en las propie-
dades formales del algoritmo de Euclides. 
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3.5.  Otros complementos, notas y bibliografía

Rey Pastor añadió al cuerpo principal de su libro de texto otros comentarios y 
notas referidos a determinantes especiales y determinantes de varias dimensiones 
(ejemplificados con n=3, determinantes cúbicos), remitiendo a un repertorio de 
obras para el estudio completo de estos asuntos. Ya hemos señalado la importancia 
dada por los admiradores de este libro a este tipo de avances hacia estudios superio-
res orientados mediante bibliografía bien seleccionada. La inclusión de estos incisos 
refleja también el interés que el autor tenía por dejar en su libro de texto, aun siendo 
de primer curso, alguna huella de sus intereses como estudioso e investigador. Co-
mentaremos dos de estos incisos. 

El primero se refiere a un teorema de Silvester, para cuya demostración remite a 
la traducción francesa de [WEBER,1895]: 

Por el interés que tiene en la teoría de la eliminación, cuando ésta se desarrolla por los métodos de 

Weber, conviene al menos citarlo:

Dado un determinante A de orden n, y elegido en él un menor principal a de orden h, si designamos por a
ij
 

el menor orlado de a con la fila i y la columna j, se verifica |a
ij
|=Aan-h-1 [REY PASTOR, 1917, p. 257].

Si colocó este teorema como una nota adicional en Elementos es porque le estaba 
dando vueltas al mismo en el trance de la preparación de su asignatura de segundo 
curso. Lo necesitaba para demostrar adecuadamente el teorema de Bézout de elimi-
nación, pero la demostración de Weber no le parecía adecuada por exigir demasiados 
requisitos. Por eso solicitó información sobre otras demostraciones de este teorema 
en la sección «Intermediario» del primer tomo (1911-12) de la Revista de la Sociedad 
Matemática Española, en el que unos números después le contestó Terradas remi-
tiéndole a una demostración de Netto mediante derivadas de determinantes, método 
seguido en [REY PASTOR, 1924]20. 

El segundo inciso concierne a un teorema de Hadamard —también enunciado sin 
demostración— que acota el valor absoluto de un determinante mediante las normas 
de sus filas. Rey Pastor incluye este teorema porque, dice, es útil en la teoría de las 
ecuaciones integrales, y recomienda para su demostración el tratado elemental de 
Pascal [1897], un autor frecuentemente recomendado por Rey Pastor, y el más mo-
derno y avanzado [KOWALEWSKI, 1909]21. Aunque la mera alusión a los temas 
lineales de dimensión infinita propios del entonces incipiente análisis funcional pare-
ce algo exagerada para un texto de primer curso, el autor insiste en ello en la tercera 
parte del libro correspondiente a los números reales, donde define el valor de un 
determinante indefinido como un límite de determinantes finitos y observa que las 
propiedades básicas de los determinantes finitos se conservan tras el paso al límite. 
Estas inquietudes apuntan en la dirección de la línea de investigación sobre algorit-
mos lineales de convergencia y sumación que Rey Pastor [2006] iniciaría pocos años 
después.
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4. A nálisis comparado

En esta sección se contrasta el tratamiento dado por Rey Pastor al fragmento de 
Elementos descrito en la sección anterior con el dado a los mismos temas en libros de 
texto de la época, por una parte la voluminosa obra Istituzioni di analisi algebrica del 
italiano Capelli [1909] y, por otra, varios textos enlazados del español Octavio de 
Toledo [1902, 1905, 1916]; ambos autores son de edad similar y poco más de treinta 
años mayores que Rey Pastor. Lo que el italiano presenta en un grueso libro de casi 
mil páginas, los autores españoles de finales del XIX y principios del XX lo oferta-
ban en varios volúmenes editados y reeditados en años diferentes según las necesida-
des del mercado22. Aunque algunos juicios tengan valor general para el conjunto de 
las obras de los autores señalados, la comparación se centrará en lo que a la parte de 
álgebra lineal se refiere. Nos limitaremos a algunos aspectos en los que las diferencias 
son dignas de destacarse. 

4.1.  Rey Pastor y Capelli

En Istituzioni di analisi algebrica, Capelli se ajusta perfectamente al plan del aná-
lisis algebraico (completado con cálculo diferencial), procede a la construcción suce-
siva de los sistemas de números y expone tras cada uno de ellos los temas que le son 
propios. Esto lo hace de modo natural, sin necesidad de explicar los motivos para 
hacerlo así. Por el contrario, a Rey Pastor le parece imprescindible hacer explícita la 
doctrina sobre este método expositivo de introducción al análisis matemático.

Centrándonos en el álgebra lineal, que Capelli también introduce en el ámbito del 
número racional, el contenido está expuesto en el sexto capítulo23:

VI. Teoría de los determinantes y su aplicación en la resolución de problemas algebraicos de primer 

grado: Definición de determinante. Propiedades fundamentales de los determinantes. Suma de de­

terminantes. Sistemas de n ecuaciones lineales homogéneas con n incógnitas. Característica de una 

matriz. Dependencia e independencia lineal de una forma lineal. Resolución de un sistema de m 

ecuaciones lineales homogéneas con n incógnitas. Dependencia e independencia de las ecuaciones. 

Sistemas de m ecuaciones lineales no homogéneas con n incógnitas. Condición de compatibilidad. 

Desarrollo de un determinante por medio de un producto de menores complementarios. Regla del 

producto de dos determinantes. Multiplicación de Matrices. Sustituciones lineales. Reducción de 

matrices.

Este contenido es muy similar al dado por Rey Pastor en Elementos, con algunas 
variaciones en el orden de exposición. El texto de Capelli es riguroso y conciso en 
su exposición, haciendo un uso intensivo del lenguaje simbólico; presenta abundan-
tes ejemplos y cuenta con notas y ejercicios al final del capítulo. El joven matemáti-
co español no es menos riguroso, pero sí menos conciso que Capelli, limitando en 
alguna medida el uso del lenguaje simbólico a favor de la expresión en lenguaje 
ordinario. 
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En lo que a la resolución de sistemas se refiere, Kronecker había establecido en 
sus cursos de la Universidad de Berlín en los años 1860 un tratamiento de la resolu-
ción de sistemas lineales considerando primero el caso homogéneo y deduciendo de 
éste el general añadiendo una variable más que debería admitir el valor 1 en la solu-
ción. Entre 1877 y 1881 Capelli, recién licenciado en la Universidad de Roma, fue 
ayudante de Casorati24 en la Universidad de Pavía. A finales de los años 70 realizó 
una estancia en Berlín, donde recibió cursos de Weierstrass y Kronecker25, lo que 
explica que Capelli siga la línea expositiva de este último, empezando por los siste-
mas homogéneos y refiriendo a ellos el caso general. Pero su tratamiento mejora 
porque introduce la noción de característica que clarifica notablemente la exposi-
ción26. El autor italiano no cita fuentes ni para su modo de proceder ni para la noción 
y uso de la característica. 

La demostración directa, sin pasar por los sistemas homogéneos, del caso general 
de resolución de sistemas lineales se atribuye con práctica unanimidad a Rouché 
[1875, 1880]27. El autor francés no utilizó el concepto de característica, que puede 
atisbarse implícito en su demostración. 

Rey Pastor —que estuvo en la Universidad de Berlín durante el curso 1911-12, 
cuando Frobenius era uno de los principales matemáticos de esa universidad— ex-
pone directamente la resolución del sistema lineal general, deduciendo el homogé-
neo como caso particular, en esto sigue a Rouché; por otro lado, también introdu-
ce la característica, pero el nombre que asigna al teorema indica que atribuye esta 
noción a Frobenius, que la llamó rango, y no a Capelli, del que toma Rey Pastor el 
término «característica». En efecto, la noción de rango fue aislada y utilizada por 
Frobenius en trabajos diversos en torno a 188028. Para establecer su asignación de 
prioridad Rey Pastor pudo haber sido influido por Netto29, para quien el introduc-
tor del concepto fue Frobenius, mientras que «A. Capelli demuestra las ventajas 
didácticas de la noción de rango de una matriz (que él llama la característica de la 
matriz)»30. 

La vigencia en España de la obra de Capelli durante la segunda década del siglo 
XX se reconoce al menos en otros dos autores: Octavio de Toledo, al que nos refe-
riremos en el apartado siguiente, y Roberto Araujo García. Este último, de la edad 
de Rey Pastor y doctorado en 1912, publicó en el tercer volumen de la Revista de la 
Sociedad Matemática Española un artículo [ARAUJO, 1913-14] sobre la resolución 
de los sistemas lineales, calificado en su título como «breve ensayo», que le puede 
disputar a Rey Pastor la prioridad en el uso de la característica en la exposición de 
los sistemas lineales en lengua española. Se trata de un artículo carente completa-
mente de referencias que, una vez analizado cuidadosamente, se califica sin duda 
como un «ensayo libre» sobre la parte que Capelli [1909] dedica al tema. Araujo 
utiliza la característica sin vincularla a Frobenius, como Capelli, sigue el orden ex-
positivo del italiano, utiliza las mismas notaciones, contiene párrafos literalmente 
traducidos, etc.
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Volviendo a la comparativa entre Capelli y Rey Pastor, ambos plantean de modo 
análogo el producto de determinantes y matrices. El italiano multiplica las matrices 
por filas y también menciona el producto de sustituciones, pero sin indicar cómo se 
realiza, limitándose a enunciar el resultado con determinantes, así que no podemos 
saber si hubiera cometido un desajuste similar al apreciado en Elementos.

Debe observarse también que Capelli no trata los divisores elementales y no in-
tercala la divisibilidad de polinomios entre los determinantes y los sistemas, sino que 
la deja para el capítulo XIX, donde son usados en la teoría de la eliminación que re-
suelve sistemas de mayor grado. Al estudiar la divisibilidad algebraica, Rey Pastor 
había indicado en Elementos: 

Damos en este artículo las nociones estrictamente necesarias para llegar al cálculo del m. c. d. Una 

exposición más completa tendrá lugar adecuado en nuestro tratado especial de Álgebra [REY PAS­

TOR, 1917, p. 279].

Así fue, en efecto, utilizó la divisibilidad algebraica expuesta en Elementos al ocu-
parse de la eliminación en su libro de texto de álgebra [REY PASTOR, 1924]. 

4.2.  Rey Pastor y Octavio de Toledo

Octavio de Toledo era desde 1898 catedrático en Madrid, donde impartía junto 
con Villafañe las asignaturas Análisis Matemático 1º y 2º, ambos contaban con sus 
propios libros de texto, al igual que Marzal, que les daba réplica en Barcelona31. Los 
libros de Octavio de Toledo que ahora nos interesan se fueron publicando lentamen-
te desde el inicio del siglo XX, formando una serie que quedó inconclusa, quizá 
porque Octavio de Toledo empezó a compartir las asignaturas con un joven colega 
brillante y muy bien preparado. En esa competencia se las vieron también como 
autores de libros dirigidos al mismo público, y el veterano fue superado. Todavía 
publicó el segundo tomo de su libro sobre Aritmética universal [1916], pero a partir 
de entonces la producción de Octavio de Toledo cesó32.

Como hiciera antes Marzal, Octavio de Toledo divide su obra, a la manera de 
Baltzer, en aritmética universal (calculatoria, coordinatoria, determinantes, algorit-
mos ilimitados) y álgebra (resolución de ecuaciones), sin hacer alusión al análisis al-
gebraico como planteamiento metodológico articulado en torno al método genético 
de construcción de los sistemas de números. No obstante, en la presentación de la 
segunda edición de su Tratado de álgebra el autor se explicaba así en una «Adverten-
cia» inicial:

Si conservo a este libro el título de Tratado de Álgebra de su primera edición, a pesar de que, por las 

materias que contiene, tal vez fuera más propio titularlo Análisis algébrica, es porque concedo muy 

escaso valor a los títulos o nombres que llevan los libros; lo interesante en un libro es la materia en él 

contenida, su título importa poco, y libros de nombres iguales tienen necesariamente que cambiar su 

contenido y evolucionar con el transcurso del tiempo [OCTAVIO DE TOLEDO, 1914, p. v].
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Esta declaración se produjo el mismo año en que Rey Pastor llegó a Madrid para 
iniciar su implantación docente del análisis algebraico. Un año antes había sustituido 
a Villafañe por traslado de su cátedra desde Oviedo. 

Aun limitándonos a la parcela algebraica lineal que nos ocupa en este artículo, 
hay varias diferencias que llaman la atención en cuanto se revisan en paralelo las 
obras de Octavio de Toledo y Rey Pastor. No es tanto el contenido lo que marca el 
contraste, sino el estilo y el ritmo expositivo, ágil y profundo en Rey Pastor, sosega-
do, incluso premioso, en Octavio de Toledo. Rey Pastor hace su planteamiento del 
algoritmo de los determinantes en 36 páginas, mientras que Octavio de Toledo em-
plea para lo mismo 150 páginas. Con los sistemas de ecuaciones lineales se observa 
igual tendencia, Rey Pastor los trata en 10 páginas, mientras que Octavio de Toledo 
emplea 89 páginas. Se comprende el juicio que emitió sobre la obra (todavía como 
Resumen) M. Correa [1915, p. 297]:

Muy notable también todo lo relativo a ecuaciones algébricas y determinantes, donde señalaremos 

como excepcional el teorema de Rouché. Tratado con mucha concisión, no se concibe ni mayor rigor 

ni más sencillez.

Finalmente, destacamos diferencias en la concepción y estructura metodológica 
del texto. Rey Pastor utiliza diversos tamaños de letra para discriminar la importan-
cia de los temas y facilitar el estudio cíclico del libro, mientras que Octavio de Toledo 
usa la misma grafía y énfasis a lo largo de todo el texto. Rey Pastor propone ejemplos 
y ejercicios para los temas tratados, mientras que Octavio de Toledo sólo proporcio-
na ejemplos. Además, Rey Pastor no sólo introduce un índice general muy detallado, 
sino también índices alfabéticos de materia y autores, ofreciendo así un libro que 
facilita su consulta permanente; fiel a la costumbre imperante, Octavio de Toledo 
incorpora sólo el índice general. Señalemos para terminar, como un aspecto diferen-
cial muy importante, la gran riqueza de fuentes bibliográficas clásicas y actualizadas 
que Rey Pastor propone.

Entrando con algún detalle en el contenido, una de las razones por las que Octa-
vio de Toledo se alarga tanto en las exposiciones sobre determinantes es porque no 
usa la notación de subíndices y su discurso escrito es en exceso retórico. Representa 
las matrices cuadradas y los determinantes con la misma notación [OCTAVIO DE 
TOLEDO, 1916, p. 132]:
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de modo que para distinguir entre unos y otras hay que recurrir al contexto. Como 
ejemplo de su tono expositivo bastante minucioso y a veces innecesariamente deta-
llista, damos un fragmento del texto que sigue a la matriz anterior:

Se llama orden o grado de una matriz cuadrada el número que expresa cuantas series de objetos la 

constituyen, o, lo que es igual, cuantos objetos forman cada serie; así, la matriz es de cuarto orden o 

grado. Es evidente que el número total de objetos que contiene una matriz cuadrada es igual al cua­

drado del número que expresa su grado; así, la matriz de 4.º grado antes escrita, contiene 42=16 ob­

jetos, y, en general, la de orden n contendrá n2 elementos.

Octavio de Toledo [1916, p. 208] plantea que la suma de determinantes que «no 
difieren más que en una fila o columna de un cierto orden» es el determinante de «la 
matriz que tiene por fila o columna correspondiente la suma general de esas líneas 
diversas, y las restantes líneas idénticas a las de las matrices dadas». Por el contrario, 
Rey Pastor [1917, p. 231] plantea la cuestión en orden inverso, como descomposi-
ción de un «determinante en suma de p determinantes» cuando «los elementos de 
una línea son polinomios de p términos». Ambos resultados son correctos, pero Rey 
Pastor resalta la descomposición del determinante como método eficaz para su cál-
culo. El enunciado elegido por Rey Pastor se abrevia gracias al uso del término téc-
nico «polinomio», entendido esta vez como expresión de solamente «sumas y dife-
rencias de números o de productos de números».

En la introducción del producto de determinantes Rey Pastor [1917, p. 239-241] 
pone lo imprescindible para exponer la fórmula de Binet-Cauchy, relegando el pro-
ducto general de matrices a un momento posterior como tema complementario, 
mientras que Octavio de Toledo [1916, p. 212-219], que sigue a Baltzer, trata la mul-
tiplicación en general desde un principio, con lo que tarda en aparecer el teorema 
principal. 

Rey Pastor también es más ágil y completo en la exposición de los determinantes 
especiales y en algunas de sus aplicaciones. Por ejemplo, presenta los pfaffianos 
[1917, pp. 248-248] como caso análogo a un determinante hemisimétrico, mientras 
que Octavio de Toledo [1916, pp. 268 y sigs.] los expone con todo detalle. También 
expone con mucho detalle la obtención de una fórmula de Euler-Lagrange como 
aplicación del teorema de Binet-Cauchy en el caso n=3, mientras que Rey Pastor 
[1917, p. 256] presenta lo mismo como un simple ejemplo33. Digamos también que 
Octavio de Toledo [1916, pp. 275 y sigs.] trata los determinantes cúbicos de modo 
minucioso, pero Rey Pastor prefiere hacerlo de forma tangencial indicando biblio-
grafía para seguir su estudio.

En lo referente a los sistemas de ecuaciones lineales, la presentación de Octavio 
de Toledo sigue el uso de los determinantes característicos y principales que hiciera 
Rouché, mientras que Rey Pastor, como ya dijimos, sigue el método mejorado de 
Frobenius usando el rango o característica de una matriz. Octavio de Toledo pudo 
haber actualizado su exposición a través de la obra de Capelli, pues tenemos constan-
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cia de que la conocía; había publicado un artículo [OCTAVIO DE TOLEDO, 1914-
15] en el que refiere a Capelli [1909] para caracterizar la convergencia de una serie 
doble.

Este artículo de Octavio de Toledo se publicó en el cuarto tomo de la Revista de 
la Sociedad Matemática Española, con una indicación del autor sobre la falta de ori-
ginalidad del trabajo, que reproducía una de las lecciones que explicaba en sus clases. 
En el tomo anterior había aparecido el ya mencionado artículo de Araujo [1913-14], 
también carente de originalidad. Estos datos se añaden a los ya aportados en otros 
lugares34 para explicar la severa crítica ejercida por Rey Pastor a partir de 1915 por el 
bajo nivel de la revista que era en ese momento el reflejo de la matemática española. 

5.  Conclusiones

1. � La exposición del «álgebra lineal» realizada por Rey Pastor en Elementos se ha 
situado en una etapa de solapamiento de los métodos algorítmicos propios de 
la teoría de los determinantes que recorre el siglo XIX y las nuevas orientacio-
nes algebraico funcionales introducidas en el último tercio del siglo. Esta tran-
sición explica una disfunción en el tratamiento del producto de matrices, rea-
lizado unas veces «fila por fila» y otras «fila por columna», que da lugar a un 
relativo error que se subsana al tomar determinantes. 

2. � Se ha valorado la presencia de los divisores elementales en Elementos, que 
significa la primera vez que esta teoría se ofrece en un libro de texto español, 
si bien en forma muy escueta limitada a definiciones, animando al lector a 
proseguir su estudio mediante referencia adecuadas.

3. � La obra del italiano Capelli [1909] fue la que más guió a Rey Pastor en la con-
fección de Elementos. Se han establecido las similitudes y diferencias principa-
les entre ambas obras en relación con los temas algebraicos que nos ocupan. Al 
igual que Capelli, Rey Pastor hace uso —por primera vez en España en libro 
de texto— de la noción de rango o característica en la demostración del teore-
ma general sobre los sistemas lineales. Rey Pastor atribuye dicho teorema a 
«Rouché-Frobenius» —lo que ha creado hábito en lengua española—, mien-
tras que el italiano no menciona al alemán.

4. � Un artículo de Araujo que se adelanta en la introducción en España de la no-
ción de característica de una matriz, publicado en el volumen de 1913-14 de la 
Revista de la Sociedad Matemática Española, es una «adaptación libre» de lo 
expuesto por Capelli. 

5. � Cuando Rey Pastor llegó a Madrid inició una competencia profesional con el 
otro veterano catedrático de la asignatura, Octavio de Toledo, cuya obra sobre 
los mismos temas queda prácticamente interrumpida a partir de la aparición de 
Elementos. La comparativa realizada entre las obras de Rey Pastor y Octavio 
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de Toledo en similares temas algebraicos ha permitido dar más valor a la obra 
del matemático joven, confirmando, en los temas lineales del álgebra, que Ele-
mentos fue un libro que aportó modernidad en 1917 a la obra previa de los 
matemáticos españoles. 

6. � Al mismo tiempo, introdujo un nuevo estilo de libro con mejoras de formato, 
como la variedad de índices, la oferta de una lectura cíclica mediante el uso de 
tres tipos de letra o una abundante bibliografía orientada; en definitiva, consi-
derando que un libro de texto no es un proyecto cerrado vinculado a un curso, 
sino que debe ser también un libro de consulta y de motivación hacia estudios 
más avanzados. 

Notas

1	 Los autores iniciaron este trabajo con una Ayuda a Proyectos de Investigación del Instituto de Estu-
dios Riojanos (Gobierno de La Rioja, 2009) y lo han terminado disfrutando otra de la Universidad de 
La Rioja (UR, API11/05). La primera autora disfruta de una estancia plurianual en la UR para realizar 
su doctorado financiada por Colciencias y la Universidad Distrital Francisco José de Caldas (Bogotá, 
Colombia) y ha contado también con Ayudas de Cooperación Universitaria de la UR.

2	 Julio Rey Pastor (1888-1962). Para su biografía anterior a 1920 véase [ESPAÑOL, 2006]. 
3	 [REY PASTOR, 1914, 1916]. Estas obras se han consultado en la biblioteca del Instituto de Estudios 

Riojanos, donde reposan como donativo de la familia de Graciano Silván González (1874-1934), 
quien fuera profesor de Rey Pastor en la Universidad de Zaragoza.

4	 Que incluía lo que Rey Pastor expuso en Elementos (optó por limitar este texto a lo que pudiera ser 
explicable en el primer curso) más lo que dejó para libros posteriores [REY PASTOR, 1924, 1925]. 
Dichas asignaturas contaban también con otros temas añadidos, primero fue la trigonometría y des-
pués, a partir de 1909, el fragmento inicial del cálculo diferencial.

5	 Richard Baltzer (1818-1887), Alfredo Capelli (1855-1910).
6	 Hermann Hankel (1839-1873) [1867]. Véase [ESPAÑOL et al., 2010]. 
7	 Como era habitual al principio del siglo, los números negativos son introducidos a la vez que las 

fracciones, aunque su ausencia genera algún inconveniente al explicar la divisibilidad y las ecuaciones 
diofánticas lineales en la primera parte. La ausencia de los números enteros se corresponde con que la 
noción abstracta de anillo se empezó a configurar más tarde que las de grupo y cuerpo.

8	 Luis Octavio de Toledo (1857- 1934). Para su biografía véase Peralta [2005]. 
9	 Sobre la «generación de 1914» y su relación con la «generación del 98» véanse las obras de Tuñón de 

Lara [1973] y Cacho Viu [1997]. Véase [ESPAÑOL, 2000] y las referencias allí dadas para situar a Rey 
Pastor en este contexto.

10	 Citamos la reseña del Resumen, porque la primera edición de Elementos no pudo ser comentada en la 
Revista de la Sociedad Matemática Española, que cerró en abril de 1917. Con el nombre de Revista 
Matemática Hispano-Americana reapareció en 1919 y en ella se publicó una breve reseña de Pineda 
(1923) a la segunda edición de Elementos. 

11	 Análogamente, Rey Pastor [1917, pp. 189-190] define «anillo», «módulo» y «grupo», todo ello refe-
rido a estructuras numéricas concretas. Usa anillo y grupo según la definición actual (el grupo siem-
pre referido al producto) y sus módulos (como en Dedekind) son los hoy llamados ideales. 

12	 Son los algebristas situados entre las obras [WEBER, 1895] —conocida en España, pero apenas estu-
diada, a través de la traducción francesa a la segunda edición alemana de 1898— y [VAN DER 
WAERDEN, 1930], según el bien conocido análisis histórico de Corry [1996]. Rey Pastor no utiliza 
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en sus obras otros «cuerpos de números» hasta que en la segunda edición de sus Lecciones de álgebra, 
de 1935, introduce la teoría de Galois; entonces aparecen también, como en el libro de Weber, «cuer-
pos de funciones racionales». Pero no se ocupó de la noción abstracta de cuerpo hasta la última edi-
ción de Lecciones de álgebra [REY PASTOR, 1957], véase [ESPAÑOL, 1998].

13	 José Echegaray Eizaguirre (1832-1916), Nicola Trudi (1811-1884). 
14	 Resulta llamativo que no se haya modificado este desajuste en las numerosas ediciones sucesivas que 

tuvo la obra. También escribe el producto de sustituciones con la notación S·T, estableciendo que S 
opera primero y T después, contrariamente a lo que sugiere el símil con la notación habitual para 
funciones.

15	 Ferdinand G. Frobenius (1849-1917) se formó en la Universidad de Berlín, en la que años después 
sustituyó a quien fuera su profesor, Leopold Kronecker (1823-1891).

16	 [REY PASTOR, 1917, p. 252].
17	 Media página en letra pequeña en las notas finales al capítulo VII [REY PASTOR, 1917, p. 306].
18	 Véase [GARCÍA DE GALDEANO 1907, p. 195]. En esta obra Zoel García de Galdeano (1846-

1924) dio un rápido repaso a «lo que está por hacer entre nosotros, lo que falta a nuestros planes de 
enseñanza». 

19	 Abraham H. Fraenkel (1891-1965) inició el estudio estructural del concepto abstracto de anillo du-
rante los mismos años en que se gestó Elementos, véase [CORRY, 1996, pp. 208-214]. También Beppo 
Levi (1875-1961) utilizó esta estructura, con el nombre de «cuerpo de números» pero en un sentido 
plenamente abstracto, en su obra [Levi, 1916], que Rey Pastor señaló como referencia pero no siguió.

20	 Este asunto fue tratado en [ESPAÑOL, 1996, pp. 405-407]. Los autores citados son: Heinrich Weber 
(1842-1913), Eugen Netto (1848-1919), Esteban Terradas (1883-1950).

21	 Ernesto Pascal (1865-1940), Gerard Kowalewski (1876-1950).
22	 De igual modo, para una completa comparación de la obra de Capelli [1909] con la análoga de Rey 

Pastor hay que poner en liza los tres libros en los que este último completó su exposición del análisis 
algebraico [REY PASTOR, 1917, 1924, 1925]. Véase [ESPAÑOL et al., 2010].

23	 Traducción de los autores.
24	 Felice Casorati (1835-1890).
25	 Véase [Natucci, 1955] para la vida y obra de A. Capelli. También tiene biografía en Internet: en The 

MacTutor History of Mathematics archive y en L’Enciclopedia italiana Treccani.
26	 El tratamiento de los sistemas lineales por Capelli no cambió desde la primera edición de su obra Is-

tituzioni, publicada en 1894. 
27	 Eugène Rouché (1832-1910). También hay que considerar a su compatriota Georges Fontené (1848-

1923) [FONTENÉ, 1875].
28	 Véase [FROBENIUS, 1905], donde el autor, después de reconocer el trabajo previo de Rouché y 

Fontené, explica su aportación de la noción de rango.
29	 E. Netto, graduado en Berlín en 1870, fue un autor que Rey Pastor citó con frecuencia en Elementos 

y otras obras.
30	 Netto atribuye el rango a Frobenius en [NETTO, VOGT, 1992, p. 107] y la opinión que se ha citado 

sobre Capelli está en [NETTO, LE VAVASSEUR, 1992, p. 47]. En la versión inicial alemana de este 
segundo artículo no se menciona a Rouché y Fontené en relación con los sistemas lineales, pero estos 
autores aparecen referenciados en los añadidos incorporados por Le Vavasseur a la edición francesa, 
en la que también hay una mención a Capelli en nota al pie de página (p. 39), en la que Le Vavasseur 
señala que los datos sobre Capelli le fueron aportados por G. Vivanti. Los artículos de Netto se han 
citado por el facsímil de la edición francesa realizado por Gabay, pero los originales de Netto en la 
Encyklopädie de Teubner son de 1898, 1899 respectivamente; por otra parte, las traducciones france-
sas con adiciones, para la Encyclopédie de Gauthier-Villars, son de 1904 y 1907.

31	 José María Villafañe Viñals (1830-1915), Miguel Marzal Bertomeu (1856-1915). 
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32	 La serie de obras es [OCTAVIO DE TOLEDO, 1902, 1905, 1916]. El primer tomo de Elementos de 
Aritmética universal, tuvo reediciones después de 1917, quizá porque se usaba en centros de enseñan-
zas medias y profesionales. También su libro de Trigonometría tuvo un éxito editorial destacado. 
Desde 1917 Octavio de Toledo fue decano de la Facultad de Ciencias, cargo al que se dedicó intensa-
mente y con éxito durante muchos años [PERALTA, 2005]. 

33	 Que es un ejercicio propuesto en el libro de Capelli [1909, p. 257].
34	 Véase [AUSEJO, MILLÁN, 1993], [ESPAÑOL, 1996].
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