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Resumeé

Plusieurs procédés d’approximation de la racine carrée et de la racine cubique d’un nombre
ont été exposés dans les ouvrages mathématiques de I’Occident musulman récemment
retrouvés. Certains ont été énoncés avec des exemples biens précis dans des chapitres,
consacrés au calcul par approximation. D’autres ont été repérés dans des calculs intervenants
dans des domaines différents comme la géométrie du mesurage. Les preuves, qui
accompagnaient parfois ces énoncés, permettent de dégager les éléments caractéristiques du
calcul approché dans la tradition de ’Occident musulman.

Nous nous proposons, dans cette étude, de faire une présentation de toutes les formules
d’approximation, que nous avons repérées dans les écrits que nous avons consultés. Notre
préoccupation tout au long de cette présentation sera de révéler la nature des objets et des
outils de calcul ou d’algebre, qui ont pu &tre utilisés dans I’élaboration de ces procédés.

Abstract

Several approximation processes for square and cubic roots of a number are reported in the
late discovered West Muslim’s scholar works. Some processes are described with specific
examples in chapters devoted to approximation calculation. Others have been spotted in
calculation mentioned in different areas such as in geometry measurement. Proofs that,
sometimes accompanied these statements, enable us to identify the characteristic features of
approximation in the West Muslim’s tradition.

Our aim, in this study, is to give a presentation of all the approximation processes we have
identified and to reveal the nature of objects and tools used in the literature we consulted.
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INTRODUCTION

Les études, qui ont été consacrées aux activités mathématiques dans ’Occident
musulman, ont signalé la présence d’un calcul par approximation dans certains
ouvrages, qui ont été récemment retrouvés. Parmi les plus anciens, nous citons
I’ouvrage d’Ibn ¢Abdiin (923-aprés 970) intitulé Risdla fi t-taksir [Epitre sur le
mesurage] [DJEBBAR, 2005], les deux écrits d’al-Hassar (XI1¢ s.) : Kitdb al-bayan
wa t-tadhkar [Le livre de la démonstration et de la remémoration] [HASSAR (al-),
Ms Rabat B.G, n° 917Q)] et al-Kamil fi sind‘at al-adad [(Le (livre) complet dans la
science du nombre] retrouvé partiellement [ABALLAGH & DJEBBAR, 1987] et
Figh al-hisab [La science du calcul] d’Ibn Mun®im (m. 1228) [LAMRABET, 2005].
Notre étude portera sur les procédés d’approximation qui ont été énoncés dans ces
ouvrages. Nous les exposerons en analysant leurs contenus. Nous présenterons
aussi d’autres procédés d’approximation qui ont été énoncés dans certains écrits,
rédigés a partir du XIVe siecle, comme ceux d’Ibn al-Banna (m. 1321) intitulés
Talkhis a‘mal al-hisab [Labrégé des opérations du calcul] [SOUISSI, 1969] et Raf
al-hijab ‘an wujih a‘mal al-hisab [Le soulévement du voile sur les formes des
procédés du calcul] [ABALLAGH, 1988]. La présence de ces différents procédés
dans les commentaires du Talkhis fera, également, partie de notre étude. Enfin, en
nous appuyant sur une étude comparative, nous tenterons de dégager les éléments
caractéristiques du calcul par approximation dans la tradition de I’Occident
musulman.

Mais avant d’entamer la description du contenu de cette tradition, nous allons
évoquer, brievement, certains éléments qui révelent une utilisation d’un calcul par
approximation dans des ouvrages de calcul, d’algebre et de la géométrie, rédigés dans
cette région de I’empire musulman.

Dans le domaine de la géométrie et plus précisément la géométrie du mesurage,
Ibn °Abdan a utlisé, dans son épitre Risdla fi t-taksir, certains procédés pour
calculer la racine carrée de quelques nombres non carrés parfaits [DJEBBAR, 2005].
Ces procédés sont ceux qui ont été connus, dans la méme période, en Orient
musulman [HARBILI, 2005, vol 1, p.162].

Les ouvrages, qui ont été publiés & partir du XI¢ siecle dont certains nous sont
parvenus, montrent que la géométrie euclidienne était dominante. Parmi ces écrits
nous citons Kitib al-Istikmal [Le livre de la perfection] d’al-Mu’taman Ibn Had (m.
1085), qui a fait I'objet de plusieurs études et analyses [BOUZARI, 2008 ;
DJEBBAR, 1993, 1995, 1997, 1998b ; GUERGOUR, 2006 ; HOGENDIJK, 1986,
1988, 1991, 1996, 2004]. D’apres ces études, 1’état des connaissances en géométrie a
atteint un niveau élevé au XI¢ siecle surtout avec certains travaux, qui ont été
consacrés a la géométrie des coniques. Mais, nous ne savons pas si un calcul approché
a accompagné la résolution de certains problemes géométriques connus!. Les
références, qui ont été signalées par Ibn Haydar (m. 1413) aux écrits orientaux et
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occidentaux comme ’épitre sur ’heptagone d’as-Saghani (X¢ s.), Risdla fi majhilar
qistyy al-kura [Epitre sur les arcs inconnus de la sphere] d’Ibn Mucadh al-Jiyyani (XI¢
s.) et al-Mudkhal al-<tlmi [Lintroduction théorique] d’Tbn as-Samh (XI¢ s.)
[DJEBBAR, 1998a, (I) p.37] témoignent de I'influence de la tradition mathématique
andalouse sur la production mathématique du Maghreb Elles permettent aussi de
supposer la circulation de quelques travaux orientaux sur le calcul par
approx1mat10n rattaché A des problemes de géométrie. Celui, qu’Ibn Haydir s’est
proposé de résoudre dans son commentaire au Talkhis intitulé Tuhfar at-Tullib [La
parure des étudiants], consiste a calculer par approximation la longueur du c6té d’un
polygone régulier & 7 cotés inscrit dans un cercle. Les procédés de ce calcul approché
ont été exposés dans le dernier chapitre, qu’il a intitulé Extraction du coté d’une
figure (inscrite) dans un cercle. [DJEBBAR, 1998a, (II), p. 23].

Dans le domaine de ’algebre et plus particulierement au sujet de la résolution des
équations algébriques de degré supérieur ou égal a trois, les auteurs des ouvrages,
que nous avons consultés, n’ont fait aucune allusion 2 la théorie géométrique des
équations cubiques, qui a été réalisée en Orient par “‘Umar al-Khayyam (m. 1131),
ni 2 la résolution numérique des équations de degré quelconque, qui a été élaborée
par Sharaf ad-din at- asi (XII¢ s.).2 Mais certains d’entre eux ont évoqué quelques
types de ces équations. Nous citons, a titre d’exemple, Ibn al-Banna qui, dans son
Kitab al-usil wa 'muqaddimat fii I-jabr wa [-muqabala [Le livre des fondements et
de préliminaires en algébre et en muqaibala], a résolu 1’équation x*+2x>=x+30 en
utilisant un procédé particulier [DJEBBAR, 1990, (II), p. 42]. Dans le Raf® al-hijab,
il a exposé, d’'une maniére bréve sans aucune indication supplémentaire, la réso-
lution par approximation de I’équation cubique : x> = A [DJEBBAR, 1990, (I), p. 87].

Dans le domaine du calcul, les ouvrages qui renferment les algorithmes
d’extraction de la racine carrée et de la racine cubique ou des procédés
d’approximation, du moins ceux que nous avons pu consulter, sont : les deux livres
d’al-Hassar intitulés Kitab al-bayin wa t-tadbkar et al-Kamil fi sind‘at al-‘adad, le
livre d’Ibn al-Yasamin (m. 1204) intitulé Talgih al-afkar fi I-amal bi rusham al-
ghubar [La greffe des esprits pour l'utilisation des chiffres de poussiere], le livre
d’Ibn Mun®im intitulé Figh al-hisab et les deux ouvrages d’Ibn al-Banna intitulés
Talkhis a‘mal al-hisab et Raf* al-hijab an wujih a‘mal al-hisab ainsi que certains
commentaires du 7alkhis. Dans la majorité de ces ouvrages, I’étude de Iirrationalité
du nombre /10 et de celle du nombre 310 servait i introduire le chapitre consacré
au calcul par approximation. En outre, des criteres assurant lirrationalité du
nombre /A, A étant un nombre non carré parfait, ont été exposés dans un lemme
pour préparer I’étude sur les approximations. Nous signalons, aussi, que le calcul
approché de la racine carrée et de la racine cubique a été étendu a I’ensemble des
nombres rationnels strictement positifs. Aussi des formules ont été développées

pour attribuer des valeurs exactes ou approchées aux nombres |2 /4 selon la
. VAl
nature des entiers « et b.?
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Nous nous proposons, dans cette étude, de faire une présentation de toutes les
formules d’approximation que nous avons repérées dans les écrits que nous avons
cités. Notre préoccupation tout au long de cette présentation sera de révéler la
nature des objets et des outils de calcul ou d’algebre, qui ont pu étre utilisés dans
I’élaboration de ces procédés*.

1. LES PROCEDES D’APPROXIMATION DE LA RACINE CARREE
D’UN NOMBRE ENTIER

Létude, qui a été consacrée au calcul des racines carrée et cubique, comporte
deux étapes importantes : la premiére expose ’algorithme de ’extraction de la racine
carrée d’'un nombre carré parfait (respectivement de la racine cubique d’un nombre
cube parfait). La deuxiéme présente les formules d’approximation de la racine carrée
(respectivement de la racine cubique). Nous signalons que deux ouvrages n’ont
traité qu’une seule partie de cette étude : le Talgih al-afkar d’Ibn al-Yasamin, qui
contient ’algorithme de la racine cubique sans les formules d’approximation du
nombre irrationnel i/4 . Le deuxiéme est le Raf® al-hijib d’Ibn al-Banna, qui contient
les formules d’approximation de la racine cubique d’un nombre A sans le calcul de

R/al=n.

Dans tous les ouvrages, que nous avons cités, ’algorithme de I’extraction de la
racine carrée est basé sur I’écriture des nombres dans le systeme décimal positionnel
et sur 'identité remarquable suivante :

(a+b)? = a?+b*+2.ab
Ainsi, on se servait du developpement décimal d’un nombre A qui est
A=(xy+x,+...+x )= Za 10° c’est-a-dire avec x;=4.10° et aussi de I’expression
(xo+x1+ +x ) =(ay+a,.10+...+a 10"
=al+ 2aa, + 412).10 + (2.@042 +2a,a, + a)?).10?
+...+Qaa,+2aa +...+2a _a +a?).10

LES FORMULES D’APPROXIMATION

Soit A le nombre dont on cherche la racine. On suppose qu’il n’est pas un carré
parfait et on pose 7 le plus grand carré, qui lui est inférieur et qui est obtenu par
I’algorithme de Pextraction de la racine carrée. On écrit alors A =n? + r

Formule 1

Si (A—~n2)<((n+1)2 —A) alors VA=Vn?+r~ n+A2-’;:2

Si (A—n2)>(("+1)2 _A) alors VA =vVn?+r ~ (n+1)*—(n;81; <
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Nous retrouvons les deux expressions de cette formule chez Ibn Mun‘im
[HARBILI, 2005, vol 1, p. 169, 190]. Aussi chez Ibn al-Yasamin [ZEMOULI, 1993,
p- 247] et al-Hassar [HASSAR (al-), Ms Rabat, ff. 77-78] qui ont formulé les deux
conditions en termes de : « suivant que le nombre dont on veut calculer la racine est
plus proche du plus petit carré ou du plus grand ». Quant a Ibn al-Banna [SOUISSI,
1969, p. 64], il a utilisé le méme procédé dans le Talkhis mais il I’'a énoncé d’une
manieére différente. Sa nouvelle formulation est la suivante :

[ r .
NA=vVn? s ren+— si r<nm
2n
r+1 .
\/A=\/n2+rzn+ si r>n

2n+2

Dans le Raf* al-hijab [ABALLAGH, 1988, pp. 407-409], il a prouvé que les
conditions, qu’il a posées, couvrent bien celles de la premiére formulation. Il a aussi

2 _
établi que P’expression | 5 + r+l ) est équivalente a (n+1)- (’H'I)—A .
2n+2 2(n+1)
Tous les mathématiciens postérieurs dont les écrits nous sont parvenus et qui ont été
analysés ont répété la formulation d’Ibn al-Banna. Certains ont méme suivi sa
démarche pour montrer la relation qu’il y a entre la formulation ancienne et celle-ci.

Justification du procédé

Ibn Mun‘im n’a pas donné de justification, de méme qu’al-Hassar et Ibn al-
Yasamin. Ces deux derniers ont plutot utilisé des exemples pour tester Iefficacité du
procédé. Quant a Ibn Mun®im, il a donné une évaluation de I’erreur commise par ce
calcul pour la premiére expression mais il n’a fait aucun commentaire sur la
deuxieme [HARBILI, 2005, vol 1, p. 190] :

2
1 A-n , .
En considérant A =Vn? +r~ n+ o Ierreur commise par ce calcul est par
n

2 2
A-n2 2 A-n® A-n?
2 n+ =n"+2n +
A—-nz 2n 2n 2n
car
2 2
A-

= A+ .

L 2n

Pour la deuxiéme expression, les calculs suivants expliqueraient le silence d’Ibn
Mun‘im :

exces et est égale 2 [
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-yt eor-se iy 5
{(n + 1) - ]
2(n+1)

Ainsi, comme pour la premiére expression, ’erreur est par exces et sa formulation
est semblable a la premiere.

Pour établir la preuve du procédé, nous utilisons le raisonnement d’Tbn Mun‘im
pour le calcul approché de la racine cubique d’un nombre et celui d’Ibn al-Banna
réunis :

SionposeVA=n+uonaura A—n?=2nu+ 2 .c.ccevveen.... (1)

Comme 0 < # < 1 nous négligeons le terme #? pour avoir A —n? = 2nu

2
A- R A-n
Par conséquent u~ o d’ot VA4 =n+ 5
n

Pour la deuxieme expression, nous répétons le méme raisonnement en posant
n+1)=vVA+u.oueeeii... 2)
Nous avons alors (n + 1) —#)?=n?+r. Dot 2n+ 1) +u?> =7+ 2(n + )u

En négligeant le terme %2 nous obtiendrons (27 + 1) — 7 = 2u(n + 1)

(2n+1)-r

. Mais comme 27 + 1) —r=(n + 1) - A alors
201 +1)

Cecl entraine u ~

\/Zz (n +1) - ———(nzgiS 4 .

Pour établir la formule d’Ibn al-Banna, ce dernier a considéré #> comme une
quantité négligeable en le soustrayant du second membre de I’égalité (1) pour

2

2

A-n

obtenir A — n? = 2nu c’est-a-dire u~
2n

Puis il I’a ajouté au deuxieme membre de égalité (n+ 12— A = u? + 2VA.u qui
découle de (2) pour avoir (n + 1)2 = A = 2u? + 2VA.u = 2u(VA + u) = 2u(n + 1) c-a-d

(n+1)2 -

2(n+1)

U=
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Formule 2

\/—_ \/n +rxx - 1)2

2x1

x, étant une valeur approchée du nombre irrationnel VA obtenue par la formule 1

La présente formule est I'itération de la précédente. Elle illustre le principe des
approximations successives. Lequel principe a été explicitement énoncé et utilisé par
al-Hassar dans son ouvrage Kitab al-bayan wa t-tadhkir [HASSAR (al-), Ms Rabat,
tf. 77-78]. Nous I’'avons également retrouvée chez Ibn Mun‘im, qui I’a rattachée a la
premiére formule en considérant le carré le plus proche du nombre A un nombre
fractionnaire [HARBILI, 2005, vol 1, p. 171, 191]. Ibn Mun®im a méme précisé que,
dans ce cas, erreur est plus petite et elle deviendra encore plus fine si nous répétons
le procédé sur la nouvelle valeur calculée par ce procédé. Nous pouvons formuler

2

2n

2
.. . .1 A-n P
ses arguments ainsi : si nous considérons que | n+ est le carré le plus proche

de A alors lerreur commise est par excés. Ainsi, nous appliquons la deuxieme

=7

B3

ooy
2n

Ibn al- al-Banna a énoncé cette formule dans le 7alkhis en utilisant 'expression
“raffinement de I"approximation”. Le choix de cette appellation interprete bien le
principe du procédé [SOUISSI, 1969, p. 64].°> Les mathématiciens du XIVe siecle se
sont assuré de la précision du procédé a travers des exemples et ont constaté la
possibilité de poursuivre I'itération indéfiniment afin de réduire Perreur d’une
maniere progressive jusqu’a la rendre tres faible [[IBN ZAKARIYYA, ff. 53 ; IBN
HAYDUR, Ms al-Hasaniyya, pp. 31-32 ; QATRAWANI (al-), pp. 83-84 ; GHURBI
(al-), ff. 102b-103a, HARBILI, 1997, pp. 334-336]

Formule3 Si ((n +1) 2_ A) >(n+1) alors Jar (n+1) - M

n+1

. . . A-n2
expression de la premiere formule et nous obtiendrons | n+ el
n

est la formule d’al-Hassar.

Si ((n+1)2—-AJ=(n+l) alors A—n% =n et \/Zz%((n+l)+n)

Si ((n+1)2—A)<(n+1) alors VA=~ (,,H)..M

2(n+1)
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Dans le Raf® al-hijab, Ibn al-Banna s’est proposé de montrer que le contenu de
cette formule n’est pas différent de celui de la formule 1. al-Ghurbi (XIV¢s.) est 'un
des commentateurs du 7alkhis, qui a clairement présenté cette formule en la
distinguant de la premiere [GHURBI (al-), ff. 102 ; HARBILI, 2006, pp. 207-2081°.
Certains commentateurs, comme al-“Uqbani (m. 1408) [HARBILI, 1997, p. 331],
ont repris la derniére expression seulement. D’autres, comme Ibn Zakariyya (m.
1413) [IBN ZAKARIYYA, ff. 52-53], ont rapporté la formule entiere avec les
commentaires d’Ibn al-Banna.

Justification

Ibn al-Banna a justifié cette nouvelle formule et a établi la relation qu’il y a entre
les conditions, qu’il a posées dans le Talkhis, et celles qui sont présentées dans cet

énoncé.
.. . ) (1+1)? - 4)-1
1- Pour la premiére expression, il a montré que (n+1) - =

A—n2

2n

=n+

Avec en plus une équivalence entre les deux conditions ((n+ 1)2—A)>(n+ 1) et
A-n*<n.

2- Pour la deuxieme expression, il a déclaré que ((n + 1)2—A) =(n+1) entralnerait
A-n?=n et inversement. Puis, il a déterminé la valeur approchée de VA en tant que
moyenne arithmétique entre les deux racines 7 et (n+1) : VA = 1/2((n +1) +n).7

3- Pour la derniére expression, il a établi que si [A-n?>n] alors [A-n?>
(n+1)* -4 _

((n+1)2—A)] et inversement. Ensuite, il a montré que (n+1)-
2(n+1)

n?+2n+1-4 r+1
n+|1- =n+ .
2n+2 2n+2

Cette égalité, qui exprime ’équivalence entre la nouvelle formulation d’Ibn al-
Banna et celle d’Tbn Mun‘im et d’al-Hassar, a été reprise par les commentateurs du

Talkhis.

Formule 4

\/Z=\)n2 +rn+ r

2n+1
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Cette formule a été utilisée par Ibn Abdiin dans son épitre Risdla fi t-taksir. 1l
ne I’a pas énoncée explicitement mais il I’a appliquée conjointement avec la premiére
expression de la premiére formule pour calculer la racine carrée de certains nombres,
qui ne sont pas des carrés parfaits [DJEBBAR, 2005]. Ibn Zakariyya a énoncé le
contenu de cette formule dans son commentaire au Talkhis [IBN ZAKARIYYA,
ff. 54] de la maniére suivante :

(n+1)2 -n?
VA ~ {oubien
(n+1)* -4

(n+1)_ (n+1)2 -n?

Cette formulation présente quelques particularités : Dans la premiére expression,
les termes, qui sont utilisés pour I’énoncer, sont ceux exprimant le procédé
d’approximation connu en Orient [HARBILI, 2005, vol 1, p. 162]. La deuxiéme
expression n’a pas été citée dans les ouvrages de calcul que nous avons consultés
dans les deux traditions de I’Orient et de I'Occident musulmans. II est probable
qu’Ibn Zakariyya Pait trouvée dans des ouvrages plus anciens d’al-Andalus. Il est
possible aussi qu’il se soit inspiré de I’étude d’Ibn al-Banna pour énoncer le procédé
avec deux formulations différentes. En utilisant le raisonnement d’Ibn al-Banna,
nous pouvons établir I’égalité entre les deux expressions :

(n+1)-M=n+{1_ (”+1)2_A]=n+ A-n?

(n+1)2 -n?

Enfin, il faut signaler que Perreur commise par ce procédé est par défaut
contrairement aux autres procédés que nous avons exposés jusqu’a présent. Mais
Ibn Zakariyya n’a fait aucune allusion 2 cette particularité.

Formule 5

\/Z _ \/Ab.b2

Elle a été énoncée par Ibn Mun‘im, qui a précisé que son application s’étend aux
fractions [HARBILI, 2005, vol 1, p. 171, 191]. Pour le choix de b=10", le procédé
s’identifie avec celui connu en Orient sous le nom de procédé d’approximation par
les zéros [HARBILI, 2005, vol 1, p. 164]. Le choix de 5=60" est le plus indiqué
lorsque les calculs sont effectués dans la base sexagésimale. C’est ce qu’a déclaré Ibn
al-Banna dans le Raf® al-hijab [ABALLAGH, 1988, p. 409] puis les commentateurs
du Talkhis comme Ibn Zakariyya [IBN ZAKARIYYA, ff. 53].
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Cette formule a fait Pobjet de quelques commentaires de la part de certains
mathématiciens du XIVe siecle comme al-“Uqbani. Ce dernier a précisé qu’il n’est
pas obligatoire d’attribuer 2 b une valeur trés grande pour obtenir un résultat
meilleur comme I’avaient noté ses prédécesseurs [HARBILI, 1997, pp. 338-342]%.

La justification du procédé est basée sur le résultat suivant Va.b = Va.vh. Mais,
concernant la nature de I’erreur et son évaluation, rien n’a été signalé dans les textes
que nous avons étudiés.

Formule 6

\Ab? -1
N v =

C’est le procédé d’approximation qui a été énoncé dans le commentaire d’Ibn
Zakariyya [IBN ZAKARIYYA, ff. 54] sans aucune indication sur son origine ou sa
validité. De plus, aucun exemple n’a été utilisé pour expliciter les étapes de ce calcul.
Une seule précision, sur le choix de b? trés grand, a été donnée dans le but d’assurer
la précision du résultat.

Concernant la nature de I’erreur commise par ce procédé, nous pouvons vérifier
que si (Ab*-1) est un carré parfait elle sera par défaut.” Sinon elle restera dépendante
de la valeur du nombre A.

Linterprétation que nous pouvons donner a la formulation de ce procédé est la
suivante :

2 —
On pose _“M)lz A_._l_ .
b b2

. . 1
Puis, en supposant b? assez grand nous pourrons considérer | — =0
b2

N
Dot le résultar Y42~ 71 ~ 4
b

Formule 7
Si n?, m? sont deux nombres carrés tel que An?=m?+1 ou bien An*=m?-1 alors:
2 2
An” +m
i dnlem?
2nm

Cette formule a été énoncée par al-Qatrawani (XIV® s.) qui n’a donné aucune
indication sur son origine [QATRAWANI (al-), pp. 84-85]. Il a, seulement, précisé
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que Perreur commise vaut exactement e= mais sans le prouver. Aucun

2222

ouvrage parmi ceux que nous avons consultés ne contient ce type de procédé
d’approximation.

La nature de lerreur peut étre déterminée en écrivant la formule comme suit :

2 2
Anc +m
JAx~——— avec An? =m? + 1

2nm
2
) )2 ?1 si An2 =m2 +1
mn
C'est-a-dire : fl’?f_"l_ = 5
nm 2
zi:l si An? =m? -1
2mn
2.1\ 4 2 2( 2
, o« | 2m~ %1 4m™ £4m“ +1  4m“\m” %1 1 1
D’ou = = + = A+
2mn 22m2n? 4m*n? 22m?n? 22m2n2

Lerreur commise est alors par excés et vaut e= comme I’a précisé

22122

al-Qatrawani. Pour expliciter les étapes de ce calcul, ce dernier s’est proposé de
calculer V3 et a utilisé des termes bien précis pour désigner le numérateur et le
dénominateur de la fraction. Il s’est exprimé comme suit : « ...ceci est [la valeur]
améliorée d’apres notre terminologie et tu peux I’appeler comme tu veux » pour
indiquer le numérateur. Il a ajouté «...et ceci est ’origine d’apres notre terminologie
aussi » ! pour désigner le dénominateur. U’analyse du texte permet d’identifier la

. . . . +m? An m
notion de la moyenne si on écrit le rapport comme suit -———-—-——-——~/

Puis, en posant, VA ~ —, qui est la valeur approchée obtenue par une des formules
n

‘oz I An® +m m -1
précédentes, nous pouvons déduire : = Y| Ja+=| en utilisant des
nm n

. 1 n .
relations, comme ,|— = — ~ —, dont l'usage est fréquent dans les ouvrages que
A JA4 m

nous avons cités. Ainsi I’appellation de moyenne!! serait attribuée au rapport entier

An? +m? . . .
" Il est possible aussi de traduire le mot par « (la valeur ou le terme)
nm

corrigé » ou « (la valeur ou le terme) rectifié » ou méme « (la valeur) améliorée (du
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nombre VA) »'2 car le principe du procédé repose sur la fraction —, obtenue par des
n

procédés d’approximations. L’élément qui pourrait confirmer cette lecture est le mot
« al-asl » par lequel a été nommé le dénominateur. Cette appellation traduit bien le
sens d’origine, qui pourrait étre attribué 2 la fraction initiale Z2.
n

Nous signalons qu’al-Qatrawani a précisé qu’il est possible d’affiner cette
approximation en choisissant des nombres carrés n?, m? trés grands. Il n’a pas
indiqué la maniere de les trouver mais il a montré a travers le seul exemple qu’il a
traité, V3, comment ce choix pourrait donner une meilleure précision.

2. LES PROCEDES D’APPROXIMATION DE LA RACINE CARREE
D’UN NOMBRE FRACTIONNAIRE

La valeur de Vab est calculée par les procédés d’approximations déja cités
al-Hassar a explicitement énoncé les deux premieres formules a travers des exemples
[HASSAR (al-), Ms Rabat, ff. 77-78). Quant a2 Ibn Mun‘im, il n’a énoncé que la
deuxiéme en utilisant une expression différente [HARBILI, 2005, vol 1, pp. 191-
19215, Ibn al-Banna a énoncé les deux premiéres expressions dans le Talkhis
[SOUISSI, 1969, p. 64]. Nous avons retrouvé la formule avec ses trois expressions
suivant des ordres différents, dans la majorité des ouvrages du XIVe et XV siecles.

Formule

Preuve

La preuve de ce procédé est basée sur la relation qui lie les nombres radicaux

Vab? Nb? b
Cest-a-dire : vab=+ab , ab = J;;/— = J_Z- =a, J%:%

3. LES PROCEDES D’APPROXIMATION DE LA RACINE CUBIQUE
D’UN NOMBRE ENTIER

Tout nombre entier A, qui n’est pas un cube parfait, est encadré par deux
nombres cubes consécutifs : 7> < A < (n+1)>. Le calcul de 7 se fait en appliquant
I’algorithme d’extraction de la racine cubique, qui est essentiellement basé sur
I'identité (a+b)* = a®+3a%b +3ab>+ b? et également sur I’écriture du nombre dans le
systeme décimal positionnel. Les étapes de cet algorithme ont été clairement
exposées par Ibn Mun‘im [LAMRABET, 2005, pp. 68-73], Ibn al-Yasamin
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[ZEMOULIL 1993, pp. 264-266] et aussi al-Hassar dans la partie retrouvée d’al-
Kamil [HASSAR (al-), Ms marrakech, ff. 224-234]. Contrairement a ’algorithme de
la racine carrée, celui-ci n’a pas une représentation spécifique qui le caractérise.
Chaque opération de ce calcul est effectuée en fonction des chiffres qui déterminent
la racine recherchée, et des coefficients 1 ou 3. Elles sont toutes indépendantes 1’une
de Pautre.

Une fois que Pentier 7 est déterminé nous écrirons A = n° + 7.

LES FORMULES D’APPROXIMATION

Formule 1

2
3~_3[3 N 1 3n? A-n’ 1 3n2
VA= er = [A[Z’MHD N A[3n+l

Cette formule a été énoncée par Ibn Mun‘im [LAMRABET, 1981, pp. 66-67 ;
DJEBBAR, 1987, p. 191]. L’étude, qui a été réalisée par al-Hassar, sur le calcul de la
racine cubique d’un nombre par des procédés d’approximation est contenue dans le
deuxiéme volume de son ouvrage a/-Kamil non encore retrouvé [ABALLAGH &
DJEBBAR, 1987]. La table des mati¢res présentée dans le préambule du premier
volume indique méme le titre du chapitre, qui a été consacré pour cette étude’.
Quant a Ibn al-Yasamin, il n’a pas évoqué le calcul approché des racines cubiques
dans son ouvrage Talgih al-afkar. Au XIVe siecle, Ibn Zakariyya a reproduit cette
formule, dans son commentaire intitulé Hatt an-niqib bda raf* al-hijab <an wujih
a‘mal al-hisab [Abaissement de la voilette apres le lever du voile sur les formes des
procédés du calcul] en ajoutant la condition A-n*<(n+1)’-A [IBN ZAKARIYYA,
tf. 58]. al-Qatrawani a, lui aussi, énoncé cette formule dans son écrit intitulé Rashf
ar-Ruhab min thughir a‘mal al-hisab [Succion du nectar des bouches des opérations
du calcul] a2 la maniere d’Ibn Mun‘im c’est-a-dire sans poser de condition
[QATRAWANI (al-), pp. 102-104]. Mais, pour nommer les différents rapports, qui
interviennent ainsi que le dénominateur, al-Qatrawani a utilisé les termes suivants :
3 3n2
et ’excés pour
3n+1 3n+1

Al-Qatrawani, qui est d’origine egyptienne [DJEBBAR, 2005, p. 143], a ainsi utilisé
une terminologie qui n’a pas été signalée par Ibn Mun‘im et Ibn Zakariyya mais qui
pourrait &tre rattachée aux pratiques calculatoires du Caire, au XIV¢s.

le dénominatenr pour (3n+1), la racine pour Z— 16,

Justification!”

Pour justifier cette formule, Ibn Mun‘im a emprunté une démarche algébrique
apres avoir utilisé #? = u’ lorsque le nombre positif # est supposé plus petit que 1
[LAMRABET, 1981, p. 69 ; DJEBBAR, 1987, p. 191]. En effet :
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Si on pose YA = n+u (avec O0<u<1) on obtiendra A=n’+3n’u+3nu’+u’

3

Mais avec #* = u® on aura A-n’=3n%u+(Bn+1)u?

Puis, pour déterminer la valeur de 'inconnue #, on résout ’équation
2 3n? A-n’

u®+ u =
3n+1 3n+1

C’est une équation quadratique dont la solution est

2 2
3n
= 1 —
“ {A{SnHJJ 3n+1 /(3n+1]
Formule 2

Va=3n? +r = (n+1)- /[3(”“) J %[3(”“)2 ]2_(n+1)3_

3(n+1)-1 3(n+1)-1 3(n+1)-1

Comme la premiere formule, celle-ci a été énoncée par Ibn Mun‘im
[LAMRABET, 1981, pp. 66-67]. Ibn Zakariyya I’a reproduite dans Hatt an-nigib
en ajoutant la condition A-n*>(n+1)>~A. Il a, aussi, précisé que la preuve de
la validité des deux procédés a été établie par Ibn Mun°m et Ibn Tahir
[IBN ZAKARIYYA, ff. 59a]. al-Qatrawini I’a énoncée a la maniere d’Ibn Mun‘im
c’est—é—dire sans condition. Il a nommé le terme : 3(n+1)-1 le dénominateunr,

3 2
(n A 1) la racine et 3(n+ 1)

3(n+1)-1 3(n+1)-1

Justification [HARBILI, 2005, vol 1, pp. 174, 184-185, 195-197].

Pexce
exces.

Si on pose /A=(n+1)-v (avec 0 < v < 1) on obtiendra A=(n+1)*-3 (n+1)*v+
3(n+1)v?-2°

En supposant v? = v3 on aura (n+1)*-A =3(n+1) v+(3(n+1)-1)o?

Comme pour le cas précédent, on résout I’équation quadratique

3 2
2, (n+1) -4 = 3(n+1) v afin de déterminer la valeur de I’inconnue v.
3(n+1)-1 | 3(n+1)-1

3(n+1) 3(n+1)? ’ (n+1)° -4
La solution est v= y(—3(n+l) J— [%[30”1)_1}] Sl
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Ibn Munim s’est beaucoup intéressé aux erreurs qui sont produites par ces calculs.
Il a signalé qu’elles ont été commises au niveau de I"optimisation #? = #*, v* = v° et

au cours du calcul de # ou de v [HARBILI, 2005, vol 1, p. 197], qui sont exprimés

en fonction des nombres radicaux

n? ’ -n’ 3(n+1)2 ’ (n+l)3—-A
(%[33“1]} +/;n+1 « (%[3(“1)—1]] © 3(m+1)-1

Nous signalons qu’il est possible de vérifier que 'erreur est par défaut en
appliquant la formule 1 mais elle devient par exceés lorsque nous utilisons la
deuxieme formule. Ibn Mun‘im n’a fait aucune allusion a ce résultat important, qui
peut étre établi en utilisant des notions algébriques. Il est probable que ce soit ce
méme résultat qui a incité al-Qatrawani a proposer la formule suivante :

Formule 3

k)
2

2
2 3 2
3n A-n 3n
=n+|} + -1 et
a=n [A[MHD In+1 A(3n+1]

U 3(m+1)? [ 3(m+1)? 2_(n+1)3—A
%= (1) A[m]‘ A[3(n+1)—1} 3(n+1)-1

Le principe de la moyenne arithmétique, qui est exposé par cette formule, a été
énoncé par al-Qatrawani dans le but de minimiser I'erreur commise par la formule
1 ou la formule 2 [QATRAWANI (al-), p. 104].!% Ce procédé d’approximation peut
étre justifié par la nature des valeurs x,, x, qui n’a été évoquée ni par Ibn Mun‘im ni
par Ibn Zakariyya. al-Qatrawani ’avait certainement constaté du moins pour
I'exemple qu’il a traité!.

Formule 4

2 3n 2
33— n+l [(n+1)? (n+1)’-4
Va=n’ +r~=s ( 2 ) ECTS)
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Ibn al-Banna a exposé les deux expressions de cette formule dans le premier
chapitre du Raft al-hijab [ABALLAGH, 1988, p. 296]. Dans sa description du
procédé, il a donné quelques précisions sur le raisonnement qu’il a utilisé. En nous
basant sur ses indications, nous pouvons reproduire la preuve de ce procédé
d’approximation. Mais avant, nous signalons que cette formule a été utilisée par Ibn
Haydar (m. 1413) pour le calcul de /10 dans son commentaire au Raf® al-hijab
intitulé Tuhfat at-tullab wa umniyat al-hussab fi sharh ma ashkala min Raf¢ al-hijab
[La parure des étudiants et le souhait des calculateurs sur I’explication des difficultés
du Raf¢ al-hijab] [IBN HAYDUR, Ms Vatican, ff. 39b-40a]°. Au XIXe siecle,
Muhammad Ibn yasuf Tfayyash a reproduit dans son commentaire au Kashf al-
‘asrar ‘an “ilm hurif al-ghubar [Révélation des secrets relatifs a la science des chiffres
de poussiere] d’al-Qalasadi (m. 1486) ’étude d’Ibn al-Banna en citant Pexemple
d’Ibn Haydar [TFAYYASH, pp. 460-461).

Preuve

a. Sionpose YA =n+u (avec 0<u<1) on aura A=n>+3n’u+3nu?+u>. Puis, en

A-n3

utilisant #> = 0 on aboutit 3 'équation quadratique suivante : u? +nu= dont

n
I’inconnue est #. C’est la quatrieme équation dans la classification d’al-khwarizmi
(m. 850) dont la solution est

_n3 2 3 2
u= A" +(£) I Doy YARR4AZn +(£)
3n 2 2 2 3n 2

b. En posant /A=(n+1)-v (avec O<v<1)onaura A=(n+1)’-3(n+1720+3(n+1)

3
. .- © o 1os . n+l1) —A4
v2—2°. Puis, en utilisant v° ~ 0 on aboutit 4 ’équation v? +£———-)———— = (n+1)v dont
3(n+1)
I’inconnue est v. C’est la cinquieéme équation dans la classification d’al-khwarizmi
dont la solution est

v:(n+1)_\/(ﬁ+_1)2_m£. Doy Y7 = n+l+‘/(n+1j2_(n+l)3—x4

2 2 3(n+1) 2 2 3(n+1)

Méme dans sa forme courte et abrégée, I’étude d’Ibn al-Banna est spécifique et se
distingue de celle d’Ibn Mun‘im. Dauteur du Raf® al-hijab a utilisé des outils
algébriques comme son prédécesseur mais il a introduit une nouvelle maniére
d’utiliser I'idée de négliger les puissances supérieures d’un nombre fractionnaire
positif et plus petit que I'unité. En posant #> = 0 et ©°> = 0, Ibn al-Banna visait a
annuler ces termes pour qu’ils n’interviennent pas dans les équations, qui découlent
des deux égalités f/A=n+u et YA=(n+1)-v. Cette nouvelle approche a donné
naissance a des formules plus simples dont I’avantage se situe au niveau de la
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réduction du nombre des opérations 2 effectuer. En outre avec la formulation d’Ibn
al-Banna, il est plus facile d’établir que la valeur approchée est par exces, a travers la
premiére expression, et par défaut a travers la deuxieme.

Formule 5

3.3 |:3\/ Ab® :|
Ab . 3
5 oubien VA= —

21

i

Ce procédé a été formulé par Ibn Zakariyya dans le but d’attribuer a /4 une
valeur approchée plus précise. Pour I’énoncer, il a fait référence aux procédés
d’approximation de la racine carrée [IBN ZAKARIYYA, ff. 58b-59a].

4. LES PROCEDES D’APPROXIMATION DE LA RACINE CUBIQUE
D’UN NOMBRE FRACTIONNAIRE

3\/5 )
b kb

Cette formule a été énoncée par Ibn Mun‘im qui a précisé que le choix de (kb)

Formule 1

assez grand assure une valeur plus précise du nombre 3{/% [HARBILI, 2005, vol 1,

pp- 185-186, 197-198]. Elle a été reprise par Ibn Zakariyya avec Iexpression suivante

b
3\/%:177, k étant un entier, choisi trés grand et divisible par 4 [IBN
ZAKARIYYA, . 60].

Preuve

La justification, qui a été proposée par Ibn Mun‘im, est basée sur un exemple
précis.

Nous pouvons la généraliser ainsi :

\/ab2

Puisque —-:———- alors

3l 1 2),3 Bfﬂ kb)?
Aussi 3\/E = d’ou la formule 3‘/2 = —ﬁ
b kb b kb
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Formule 2

3‘/Z —3{% _ Nak
b bk 3bk
Cette formule a été énoncée par al-Qatrawani, qui a précisé que k doit étre choisi

de telle sorte que (bk) soit un cube parfait. Mais avant de Pappliquer sur des
exemples, il a distingué le cas ol @ et b sont des cubes parfaits et a énoncé la formule

3
3\/%:—3—1/‘/%—- [QATRAWANI (al-), p. 105]. Ce cas a été évoqué de la méme maniere par

Ibn Zakariyya [IBN ZAKARIYYA, ff. 60].

Formule 3

5l@ =3\/a.b2

b b

C’est la formule qui a été énoncée par Ibn Zakariyya [IBN ZAKARIYYA, ff.
60b] qui s’est probablement inspiré du procédé d’approximation de la racine carrée

o a_~ab
exprimé par _[—=——,
pimeose 3%

Conclusion

Pour conclure cette étude partielle sur les procédés d’approximation, nous
allons évoquer brievement certains éléments, qui caractérisent la tradition de
I’Occident musulman et d’autres, qui la rattachent a celle de I’Orient. Parmi les
procédés d’approximation, qui sont communs aux deux traditions, il y a la formule

d’al-Khwarizmi {n? + ~n+——, qui est utilisée sous une formulation différente
2n

dans des textes mathématiques anciens : babyloniens [NEUGEBAUER, 1969,
pp- 35, 47, 50, 52] et grecs [HEATH, 1981, pp. 323-325]. Dans les ouvrages de
I’Occident musulman, elle a été énoncée avec la condition r<7. Quant 2 la formule

n? +r ~n+——, qui a été proposée dans les ouvrages de calcul de I’Orient,
2n+1

publiés & partir du X¢ siecle [HARBILI, 2005, vol 1, pp. 162], elle a été repérée dans
certains calculs qu’lbn °Abdin a effectués. Au XIVe siecle, elle a été clairement
énoncée par Ibn Zakariyya, qui a, en plus, écrit le dénominateur a la maniere des
mathématiciens de I’Orient du XII¢ siecle. Cet énoncé n’a pas été cité dans les autres
écrits de I’Occident musulman, du moins ceux que nous avons consultés, mais sa
présence dans ouvrage d’Ibn “Abdin et dans celui d’Ibn Zakariyya incite a faire
quelques hypotheses. Tout d’abord, cette formule et celles, que seul Ibn Zakariyya
a énoncées, ont, apparemment, été établies et utilisées par les mathématiciens
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d’al-Andalus. Mais, comme elles n’ont pas été étudiées par ceux qui ont vécu au
Maghreb, nous pouvons supposer Iexistence de deux traditions distinctes mais
complémentaires dans 1’Occident musulman : celle d’al-Andalus et celle du
Maghreb.

Cette étude présente d’autres éléments, qui caractérisent la tradition de
’Occident musulman et la distinguent de celle de I’Orient. En effet, le raisonnement
qui a été adopté et les outils de calcul et d’algebre, qui ont été manipulés
simultanément, ont donné naissance a des formules tres différentes de celles de
’Orient. L’idée de négliger les quantités positives plus petites que ['unité n’a pas été
évoquée par les mathématiciens de 1’Orient dont les écrits nous sont parvenus.
Cependant, elle a été clairement utilisée par Ibn al-Banna dans le calcul de la racine
carrée. D’ailleurs, son utilisation a été remarquable car elle a consisté 4 additionner
ou a soustraire des termes (#* ou v?), considérés négligeables, 2 un seul membre
d’une égalité. Pour le calcul de la racine cubique, elle a été utilisée de deux
maniéres différentes : la premiére a été adoptée par Ibn Mun‘im en considérant
w=u? (ou v’ =2?) et la deuxieme par Ibn al-Banna en posant #*~0 (ou ©°>=0). Apres
Ibn al-Banna, les mathématiciens, auteurs des ouvrages que nous avons cités, ont
soit repris les formules d’Ibn Mun‘im, comme Ibn Zakariyya, soit reproduit les
formules d’Ibn al-Banna avec ses démonstrations en les faisant suivre d’exemples,
comme Ibn Haydar.

NOTES

1 Parmi les problemes géométriques connus, nous pouvons citer la trisection de I’angle, qui a été étudié
par Ibn Sayyid [DJEBBAR, 1990, (I), p. 347]

2 Larésolution des équations de degré inférieur ou égal A deux est connue par les mathématiciens de
I’Occident musulman [DJEBBAR, 1990].

3 Quatre cas ont été étudiés avec soin : selon que a et b soient des carrés parfaits respectivement cubes
parfaits ou non.

4 Certaines de ces formules ont été déja présentées et étudiées, pour la premiere fois par D. Lamrabet
dans son Mémoire de Maitrise [LAMRABET, 1981].

5 Ibn al-Banni a utilisé I’expression “tadqiq at-taqrib” que M. Souissi a traduit par “raffinement de
I’approximation”.

6  al-Ghurbi a, en fait, rapporté ’étude d’Ibn al-Banna sans préciser son origine.

7 Cette formule coincide bien entendu avec les deux formules du premier procédé appliquées pour le
cas particulier » = 7. Elle a été énoncée explicitement dans le Raf® al-hijib mais seulement vers la fin
de la section consacrée au calcul approché.

8 al-“Uqgbani a prouvé a travers un exemple que le choix de b assez grand ne garantit pas toujours une

minimisation de I’erreur. Pour cela, il s’est proposé de calculer v6 en choisissant d’abord 5=9. Pour
25
1664
e,>e,, il a pu confirmer sa remarque. [HARBILI, 1997, pp. 338-342].
9  C’est la deuxieme fois que nous rencontrons un procédé d’approximation donnant une valeur par
défaut dans ’Occident musulman. Ibn Zakariyya n’a fait aucun commentaire sur le procédé et n’a
pas utilisé des exemples pour Iexpliciter.

1
00" Avec

Puis, pour b=4, il a trouvé une erreur ey = y

cette valeur ’erreur commise est e] =
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10 Les deux expressions d’al-Qatrawani sont : « hidha huwa al-mu‘addal istilahan minna wa laka an
tusammih kayfa shi’t » et « wa hadha al-asl istilihan minna aydan »

11 Le terme « al-mu‘addal » a été traduit par « moyenne » dans I’étude de D. Lamrabat sur « La
mathématique maghrébine au moyen idge » [LAMRABET, 1981, p. 57bis].

12 Cette explication est fondée sur I’exemple, qui a été traité par al-Qatrawant.

14 On ne peut pas parler du schéma Ruffini-Horner pour les algorithmes de I’Occident musulman
puisque les étapes du calcul sont indépendantes I'une de I'autre.

13 Ibn Mun®im a proposé I’expression suivante

15 En effet, ff 2a du Manuscrit de Marrakech contient la table des matieres de I’ouvrage. Cette table
indique que le onziéme chapitre est consacré a I’extraction des racines des fractions et des entiers et
a ’extraction des racines cubiques dans le cas rationnel et irrationnel : « al-bib al-hadi <ashar fi
istikhraj judhiar I-kusir wa judhir al-‘adid as-sihah wa adla® al-muka‘aabat fi I-muntaq min dhalika
wa ghayr al-muntaq.

16 La terminologie utilisée est la suivante : al-imam pour le dénominateur, al-asl pour la racine et al-fala
pour Pexces.

17 Pour justifier ce procédé, Ibn Mun‘im s’est basé sur des exemples précis, il a d’abord choisi A = 70
pour la premiere formule ensuite A = 42 pour la deuxieme.

18 Dans son Mémoire, D. Lamrabet n’a pas énoncé la formule 3 mais il I’a appliquée sur certains
exemples pour montrer qu’elle donne une mailleure précision [LAMRABET, 1981, p. 68].

19 Les calculs, qu’al-Qatrawini a présentés, montrent bien la nature des deux valeurs [QATRAWANI
(al-), p. 104].

20 Nous signalons que I’édition de cet ouvrage a été réalisée par Moslih.A mais il ne nous a pas été
possible de la consulter : MOSLIH, A. : Tuhfat at-tullah wa umniyat al-hussab fi sharh ma ashkala
min Raf al-hijab li Ibn Haydir at-Tadili [La parure des étudiants et le souhait des calculateurs sur
Pexplication des difficultés du Raf® al-hijab d’Ibn Haydir at-Tadili], These de Doctorat, Rabat,
Université Mohammed V, 2006.

3 3 S i 3 - , . , .
21 [ Ab jl est la partie enti¢re du nombre irrationnel ¥ 45> obtenu en utilisant I'algorithme d’extraction

de la racine cubique du nombre (45°).
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