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INTRODUCCION. La importancia de GeoGebra como una de las principales herramientas que
ofrecen a los docentes de matematicas la posibilidad de trabajar con simulaciones virtuales en sus
aulas es indiscutible. Sin embargo, los recursos del repositorio oficial de GeoGebra no pasan ningun
proceso de revision. Por lo tanto, el criterio del docente a la hora de seleccionar este tipo de recursos
es clave y se hacen necesarias herramientas que permitan analizar applets de GeoGebra para su im-
plementacion. En particular, este tipo de recursos ofrecen numerosas ventajas para la enseiianza del
concepto matematico de limite de una funcién, frente a otro tipo de herramientas. METODO. En
este trabajo se analiza la idoneidad diddctica de applets de GeoGebra para la ensefianza del limite de
una funcion. Se ha realizado un estudio exploratorio y descriptivo. El andlisis se ha llevado a cabo
mediante un enfoque deductivo con base en cinco variables diferentes (tipo de limite, interactividad,
imagen conceptual, representacion y accion). La muestra analizada, elegida mediante un muestreo
de tipo intencional, es de 150 applets del repositorio de materiales de GeoGebra. RESULTADOS. Se
muestran los resultados tras analizar las cinco variables establecidas para cada uno de los applets
estudiados. También se analiza la influencia de la interactividad con el resto de las variables, asi
como la influencia de la cantidad de representaciones del limite en los applets. DISCUSION. En el
andlisis de la idoneidad didactica realizado, destaca la importancia de la variable interactividad, por
potenciar el desarrollo de la mayoria de las imagenes conceptuales del limite. También resulta posi-
tivo el uso de una mayor cantidad de sistemas de representacion del limite en un applet, pues favo-
rece el desarrollo de varias acciones en dichos sistemas de representacion.

Palabras clave: Enfoque ontosemiético, Educacién matemdtica, Usos de la tecnologia en educa-
cion, Recursos educativos.
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Introduccion

Desde su creacion, GeoGebra ha experimenta-
do un éxito sin precedentes entre los docentes
de matematicas, llegando a contar con cientos de
miles de usuarios mensuales y con mas de un
millon de actividades en su repositorio (Hohen-
warter y Lavicza, 2007). Sin embargo, posible-
mente a consecuencia de este éxito, no existe
ningan proceso de revision de expertos que fil-
tre de algtin modo los applets depositados en el
repositorio oficial de GeoGebra. Esto implica
que, en la practica, muchos de ellos estén in-
completos y algunos puedan eventualmente
presentar errores matematicos.

Ademds, hemos de tener en cuenta que estos
applets son frecuentemente utilizados como re-
cursos formativos por personas distintas a quie-
nes los han creado. Por ello, son necesarias in-
vestigaciones que los analicen desde un punto
de vista didéctico y que ofrezcan a los docentes
estrategias para analizar y evaluar dichos applets.
De este modo, los usuarios podran tomar una de-
cision respecto a su utilizacion basada en criterios
matemadticos y didacticos. El desempeno docente
en el uso de otras herramientas como videos edu-
cativos o redes sociales para la ensefianza de las
matemadticas ha sido analizado en trabajos como
Cid et al. (2018) y Garcia et al. (2016).

Problematicas similares surgen en dambitos co-
mo los recursos educativos en linea o los videos
educativos matematicos. Asi, Turney et al. (2009)
ponen de manifiesto que el uso de tecnologia
puede provocar que los estudiantes desarrollen
estrategias de aprendizaje inadecuadas. Por su
parte, Beltran-Pellicer et al. (2018) identifican
carencias recurrentes en su analisis de videos
de YouTube que pueden interferir con las se-
cuencias didacticas diseniadas por los docentes.
Ademas, se expone que el enfoque ontosemio-
tico del conocimiento y la instruccion matema-
ticos (Godino et al., 2007) permite abordar la
problematica planteada desde el concepto de
idoneidad didactica (Burgos et al., 2020; Godi-
no, 2013).

Considerando la situacion expuesta, en este
trabajo pretendemos analizar algunas caracte-
risticas fundamentales de applets dedicados al
trabajo con el concepto de limite funcional
depositados en el repositorio de GeoGebra.
Se ha elegido este objeto matematico debido
a su importancia (Claros et al., 2007), asi co-
mo al potencial uso de GeoGebra en su ense-
nanza y aprendizaje (Hutkemri, 2014). En
particular, los objetivos especificos de este tra-
bajo son:

e Determinar las imagenes conceptuales
asociadas al concepto de limite funcio-
nal presente en los applets analizados.

e Analizar la presencia de distintos siste-
mas de representacion y de las acciones
entre ellos promovidas por dichos applets.

Estos dos objetivos y sus posibles influencias
mutuas, junto con caracteristicas relacionadas
con la interactividad de los applets considera-
dos, nos permiten estudiar aspectos clave rela-
cionados con la idoneidad epistémica de estos
recursos.

Este trabajo esta estructurado de la siguiente
manera: en el siguiente apartado se expone el
marco tedrico y contexto de la investigacion.
Posteriormente, se presenta el método seguido
en el estudio realizado, asi como las variables
consideradas. Después se muestran los resul-
tados obtenidos en el andlisis realizado. Final-
mente, se presentan las conclusiones y una
discusion sobre la investigacion llevada a cabo.

Marco tedrico

El enfoque ontosemiotico (EOS) del conoci-
miento y la instruccion matematicos (Godino et
al., 2007) considera seis tipos de objetos mate-
madticos primarios, cuya interaccion permite
describir la actividad matematica:

e Lenguaje (términos, expresiones, notacio-
nes, graficos).
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 Situaciones-problemas (aplicaciones in-
tra- y extramatematicas, ejercicios, pro-
blemas, etc.).

* Conceptos dados por definiciones o des-
cripciones (limite, funcion, etc.).

* Proposiciones, propiedades o atributos.

e Procedimientos (operaciones, algoritmos,
técnicas).

e Argumentos utilizados para validar y ex-
plicar las proposiciones y los procedi-
mientos (deductivos, inductivos).

Entre otros muchos aspectos, el EOS ofrece he-
rramientas utiles para el analisis de recursos di-
gitales para la ensenanza de las matematicas
(como los applets de GeoGebra considerados) y
pone de manifiesto, en particular, la necesidad
de analizar la idoneidad didactica de los recur-
sos utilizados por el docente.

La nocion de idoneidad didactica, asi como sus
dimensiones, criterios y principales indicado-
res, se encuentra desarrollada en Godino (2013).
Este constructo se define como “el grado en que
un proceso de instruccion reune ciertas carac-
teristicas que permiten calificarlo como optimo
o adecuado, siendo el principal criterio la adap-
tacion entre los significados personales cons-
truidos por los alumnos (aprendizaje) y los
significados institucionales, ya sean pretendi-
dos o implementados (ensefianza), consideran-
do la influencia del entorno” (Burgos et al., 2020,
pp- 29-30). Este proceso de instruccion debe
articular de manera coherente y sistematica seis
componentes: epistémica, cognitiva, interaccio-
nal, mediacional, afectiva y ecologica (Godino
et al., 2007). La nocion de idoneidad didactica,
en sus distintas dimensiones, es ttil tanto en el
disefio como en la valoracion de los procesos de
ensenanza y aprendizaje de las matematicas (Go-
dino et al., 2019).

La idoneidad epistémica hace referencia a la
“representatividad del significado institucional
implementado o pretendido, respecto de un sig-
nificado de referencia” (Godino et al., 2007,
p- 133). A su vez, Godino et al. (2012) senalan

los distintos componentes de la idoneidad epis-
témica, entre los que cabe destacar los lenguajes
y las reglas (definiciones, proposiciones y pro-
cedimientos). Estos mismos autores proporcio-
nan ademds indicadores para cada uno de estos
componentes. En el caso de las reglas, se propo-
nen indicadores tales como que “las definiciones
y procedimientos sean claros y correctos” o que
“se presentan los enunciados y procedimientos
fundamentales del tema adaptados al nivel edu-
cativo dado”. En lo relativo a los lenguajes, uno
de estos indicadores es el uso de “un amplio re-
pertorio de representaciones (materiales, iconi-
cas y simbolicas) para modelizar problemas e ideas
matematicas, analizando la pertinencia y poten-
cialidad de uno u otro tipo de representacion y
realizando procesos de traduccion entre las mis-
mas” (Godino et al., 2012, p. 348).

Por otro lado, el concepto de limite es funda-
mental en el ambito del analisis, y las dificulta-
des que los estudiantes parecen encontrar para
su comprension se deben, en parte, a que esta
implica la articulacion de multitud de elemen-
tos relacionados con aspectos como su existen-
cia, su caracter estdtico o dindmico, etc., que
“no pueden ser generados puramente a partir
de su definicion matematica” (Cornu, 2002,
p. 153). Asimismo, esta complejidad implica que
los estudiantes puedan formarse distintas ima-
genes o modelos del concepto de limite, que no
siempre resultan adecuados (Williams, 1991;
Contreras y Garcia, 2011) y que pueden variar
en funcion de si se trata de un limite finito o
infinito, o de si se considera en un punto o en
el infinito (Sanchez-Compana, 2012).

Siguiendo el trabajo de Tall y Vinner (1981),
Przenioslo (2004, p. 104) considera la nocién
de imagen conceptual como “la estructura cog-
nitiva que contiene todos los tipos de asociacio-
nes y concepciones relacionadas con un concep-
to [...] incluyendo intuiciones, elementos de
comprension formal, pautas establecidas, pro-
cedimientos aplicados a distintas situaciones y
estrategias operacionales”. En su estudio empiri-
co con estudiantes universitarios, se identifican
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seis grandes grupos de imagenes conceptuales
asociadas al limite de una funcion que se iden-
tifican con base en lo que la autora denomina
su elemento clave. Asi, distingue entre image-
nes conceptuales focalizadas en la idea de:

e “Entorno”.

e “Valores que se aproximan”.

e “Grafica que se aproxima”.

e “Estar definida en el punto”.

e “El limite en el punto coincide con la
funcion en el punto”.

e “Aproximacion algoritmica esquematica”.

Evidentemente, estos elementos clave no son
excluyentes entre si, de tal modo que la idea de
limite de muchos estudiantes combina concep-
ciones asociadas con mds de uno de ellos. Sin
embargo, cabe resaltar que Przenioslo (2004)
considera como “eficientes” unicamente las dos
primeras, entendiendo por eficiente aquella
imagen conceptual que permite al estudiante
comprender las propiedades y teoremas relacio-
nados con el limite de una funcién, asi como
comprender sus vinculos con otras nociones
matemadticas.

A menudo la actividad matematica necesita uti-
lizar diferentes sistemas de representacion se-
miética que se puedan utilizar libremente segtin
la tarea que realizar. Aunque algunos procesos
son mas faciles en un sistema semidtico que en
otro, o incluso pueden realizarse en uno solo, lo
cierto es que en muchos casos no se utiliza un
unico sistema de representacion, sino que se
precisan al menos dos, bien sea de manera im-
plicita o explicita (Duval, 2006). A este respec-
to, Socas (2007) senala distintos tipos de accio-
nes que pueden llevarse a cabo cuando se utilizan
distintas representaciones:

e Reconocimiento de un objeto o de algu-
no de sus elementos en un sistema de
representacion concreto.

e Transformaciones internas en un sistema
de representacion, a las que Duval (2006)
denomina tratamientos.

¢ Transformaciones externas entre distin-
tos sistemas de representacion, a las que
Duval (2006) denomina conversiones.

e (Coordinacién entre distintos sistemas de
representacion.

La realizacion de estas acciones en el contexto
de un objeto matemadtico concreto caracteriza,
en cierto modo, la actividad matematica y su pre-
sencia es, como hemos visto, un indicador de
idoneidad epistémica. De hecho, el lenguaje ma-
temdtico surge asociado a la representacion de
los objetos matematicos y a su dindmica en y en-
tre los registros semioticos (Pecharroman, 2013).

En el contexto que nos ocupa, Blazquez y Orte-
ga (2001, p. 226) sostienen que “la utilizacion
de distintos registros [...] mejora la compren-
sion del concepto de limite”. Estos autores con-
sideran cuatro sistemas de representacion fun-
damentales asociados al concepto de limite:
verbal, numérico, grafico y algebraico. Cada
uno de ellos tiene unas potencialidades y limi-
taciones que pueden mostrar u ocultar distintas
imdgenes conceptuales de la idea de limite (Pa-
lomino et al., 2009). Por otro lado, algunas in-
vestigaciones (Ward et al., 2013) han senalado
que las transformaciones externas entre distin-
tos sistemas de representacion parecen ser las
acciones que conllevan una mayor dificultad
para los docentes.

El uso de software como GeoGebra facilita que
los estudiantes trabajen simultineamente con
diversos sistemas de representaciéon y que ac-
tuen sobre ellos en un contexto de calculo dife-
rencial (Caligaris et al., 2015). La utilizacion de
este software, especialmente por sus caracteristi-
cas dinamicas e interactivas, puede contribuir a
mejorar la comprension del concepto de limite
(Sari, 2017). Por tanto, a la hora de analizar los
applets de GeoGebra, resulta primordial atender
al concepto de interactividad de dichos recursos.
En este trabajo adoptamos el enfoque de Roussou
et al. (2006, p. 2), que definen la interactividad
como “la capacidad de moverse libremente por
un entorno virtual, experimentarlo de primera
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mano y desde multiples puntos de vista, modi-
ficar sus elementos, controlar parametros o de
responder al feedback ofrecido por el sistema”.

Método

Teniendo en cuenta los objetivos senalados an-
teriormente, se ha abordado un estudio de tipo
exploratorio y fundamentalmente descriptivo
(Leavy, 2017).

Seleccion de la muestra

Se ha optado por realizar un muestreo de tipo
intencional, purposeful sampling en la termino-
logia de Creswell (2002, p. 206). Se trata de un
tipo de muestreo no probabilistico en el que se
seleccionan los elementos de la muestra con el
fin de obtener informacion util para la com-
prension del fenomeno estudiado.

Asi, se realizo una consulta el 8 de mayo de
2021 en el apartado de materiales de la web
de GeoGebra!, haciendo uso de la herramienta de
busqueda en forma de grafo y siguiendo la ruta
“Matematicas — Calculo — Limites”. De este
modo, se seleccionaron inicialmente los 150 pri-
meros applets. Se eligieron los primeros porque
se pretendia considerar la situacion de un do-
cente que accede al repositorio en busca de re-
cursos para su clase. Todos los recursos elegi-
dos eran applets individuales y no libros.

A continuacion, se realizé una primera revision
de los applets para eliminar aquellos que no
proporcionaran informacion til para la investi-
gacion. En particular, se eliminaron los applets
que no abordaban unica y especificamente el
concepto de limite de una funcion real de va-
riable real en un punto o en el infinito (algu-
nos trataban el limite de sucesiones, la deri-
vabilidad, el limite de funciones de varias
variables, etc.). De igual forma, se descartaron
aquellos applets que resultaban meramente ex-
positivos, es decir, que no hacian uso de las

funcionalidades dindmicas de GeoGebra (Ho-
henwarter et al., 2009).

Este proceso de cribado de datos conllevo el
descarte de 49 applets. Por lo tanto, el estudio
finalmente se realizé con los 101 applets res-
tantes, que se considero una cantidad sufi-
ciente para los objetivos marcados. El nume-
ro medio de visualizaciones de estos applets
era 1882. Aunque el objetivo no era la selec-
cion de los applets con mas visualizaciones
(puesto que, ademads, estos no aparecen orde-
nados por el numero de visualizaciones tras
una busqueda), si que hay applets con un
gran numero de visualizaciones entre los elegi-
dos (ver figura 1).

FiGura 1. Nimero de visualizaciones de los applets
analizados

25 000

20 000

15 000

10 000

5000

Analisis de los datos

El analisis se llevo a cabo con base en cinco va-
riables, adoptando un enfoque deductivo en el
que las categorias se derivan del marco teérico.
En la tabla 1 se detallan dichas variables, las ca-
tegorias correspondientes a cada una de ellas y
los criterios considerados para la clasificacion
de los applets.
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TAaBLA 1. Variables y categorias para el analisis de los applets y criterios de asignacion

Variable

Categorias y codigos

Criterios

Tipo de limite
(Sanchez-
Compana, 2012)

En un punto (LP)

Se calcula el limite en un punto

En el infinito (LI)

Se calcula el limite en el infinito

Interactividad
(Roussou et al.,
2006)

Modificar elementos (ME)

Se pueden modificar elementos como la funcion o el punto donde
se quiere calcular el limite

Controlar parametros (CP)

Se pueden modificar parametros que ofrecen informacion relevante.
Por ejemplo, punto que se aproxima al valor en que se calcula el
limite

Permite responder (PR)

El usuario puede introducir una respuesta y se obtiene feedback

Entorno (E)

Aparece explicitamente un entorno del punto donde se quiere
calcular el limite y/o valor de la funcion

Aparece la definicion de limite mediante entornos o razonamientos
de aproximacion a un punto

Valores que se aproximan
(VA)

Aparecen representados (o en una tabla) los valores de f(x) para
valores de x cercanos al punto donde se calcula el limite

Grifica que se aproxima

Imagen conceptual (GA)

(Przenioslo, 2004)

Se representa graficamente el punto (x, f(x)) para valores de x
cercanos al punto donde se calcula el limite
Se representa el comportamiento asintético de la funcion

Estar definida en el punto

(D)

Se incide en el hecho de que la funcion tiene que estar definida en
el punto donde se quiere calcular el limite

El limite en el punto
coincide con la funcion en
el punto (LF)

Se incide en el hecho de que el limite en el punto donde se quiere
calcular coincide con el valor de la funcion en ese punto

Aproximacion algoritmica
esquematica (AA)

Se incluyen las ideas de los pasos que seguir para calcular el limite
(manipulaciones algebraicas)

Sistemas de
representacion
(Blazquez

y Ortega, 2001)

Verbal (V)

Se expresa verbalmente algun concepto matematico, sin incluir las
descripciones generales de la actividad

Numérica (N)

Se incluyen valores numéricos de puntos y/o sus imagenes en un
entorno del punto donde se quiere calcular el limite

Gréfica (G)

Se representa graficamente la funcion y/o la idea de limite

Algebraica (A)

Se incluye la expresion algebraica de la funcion y/o del limite
Se incluyen procedimientos algebraicos de resolucion de limites

Acciones
(Socas, 2007)

Reconocimiento (R)

Se presenta el objeto de limite funcional

Transformacion interna
(TD

Se hacen (o el usuario puede hacer) transformaciones dentro de
una misma representacion. Por ejemplo, operaciones para calcular
un limite

Transformacion externa
(TE)

El usuario puede hacer transformaciones entre diferentes
representaciones. Por ejemplo, escribir la ecuacion de una funcion
representada graficamente o viceversa

Coordinacion (C)

Actualizacion automatica de un tipo de representacion al modificar
otra representacion. Por ejemplo, al modificar la expresion
algebraica de una funcion o el punto donde se quiere calcular el
limite, entonces se modifica la representacion grafica
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El analisis realizado, de caracter fundamental-
mente cuantitativo, se ha llevado a cabo en dos
fases. En la primera se han analizado las ca-
racteristicas de los applets, clasificando cada
uno de ellos en funcion de las variables y cate-
gorias de la tabla 1. En la segunda se han ana-
lizado algunos de los posibles vinculos exis-
tentes entre las variables consideradas.

Para abordar algunas de las posibles amenazas,
tanto internas como externas, a la credibilidad
que puede aparecer en relacion con este tipo
de estudios (Onwuegbuzie y Leech, 2007), y
contribuir a la validez de los resultados, se or-
questo un proceso de triangulacion de investi-
gadores (Flick, 2004). La muestra se dividio
en tres subconjuntos y cada uno de ellos fue
analizado y codificado por dos de los investi-
gadores del equipo. En aquellos casos en los
que surgieron discrepancias entre ambos, se
llegd a una decision colegiada con la interven-
cion del investigador restante. A través de este
proceso se dio lugar a los criterios menciona-
dos en la tabla 1.

Resultados
Caracteristicas de los applets

En primer lugar, abordamos un andlisis des-
criptivo de los applets considerados. En particu-
lar, estudiamos las caracteristicas de estos se-
gun las variables descritas en la tabla 1.

Tipo de limite

Analizamos el tipo de limite que se aborda en
cada uno de los applets considerados, es decir,
si se estudian limites puntuales o limites en el
infinito.

Se observa un claro predominio de applets cen-
trados Unicamente en el limite en un punto
frente al limite en el infinito. La figura 2 mues-
tra que menos del 10% de los applets se centran
de forma exclusiva en el limite en el infinito,

mientras que en torno a un 60% se centran uni-
camente en el limite en un punto. Menos de la
tercera parte de los applets abordan conjunta-
mente ambos tipos de limites.

FiGURA 2. Tipo de limite abordado
en los applets
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Interactividad

De los 101 applets analizados, 15 no se ajustan a la
definicion de interactividad dada por Roussou et
al. (2006). El porcentaje de estos applets no inte-
ractivos (14.85%) resulta relativamente elevado.

F1GURA 3. Categorias relativas a la interactividad
de los applets

50
40
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20
b ]
0
ME cpP PR

En la figura 3 se presentan los tipos de interac-
tividad de los 86 applets en los que esta se da. La
modificacion de elementos y el control de para-
metros son los rasgos mayoritarios entre los
applets interactivos, con una presencia similar.
Menos de 20 de los applets interactivos permi-
ten dar respuesta en ellos a las cuestiones plan-
teadas.
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Resulta relevante estudiar la presencia conjunta
en los applets de dos o mas categorias relativas a
la interactividad (véase figura 4). Como pode-
mos apreciar, el numero de applets que presenta
al menos dos categorias relativas a la interacti-
vidad es bajo.

FIGURA 4. Presencia de dos categorias relativas
a la interactividad
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Como cabia esperar, la mayor frecuencia se co-
rresponde con aquellos applets en los que se
pueden modificar elementos y cambiar parame-
tros de manera simultanea. Por otro lado, aque-
llos applets que han sido disenados para poder
dar una respuesta apenas permiten modificar
elementos ni controlar parametros.

Finalmente, tan solo ha sido posible identificar
un applet que satisface las tres condiciones
propias de la definicion de interactividad uti-
lizada.

Imagen conceptual

En la figura 5 se presentan las frecuencias con
las que cada una de las imdgenes conceptuales
consideradas aparece en los applets analizados.

Los applets analizados contribuyen mayoritaria-
mente a la construccion de la imagen concep-
tual del limite de una funcion centrada en la
idea de “grafica que se aproxima”, seguida de
las imdgenes conceptuales centradas en las
ideas de “valores que se aproximan” y de “apro-
ximacion algoritmica esquematica”. Observa-
mos que tan solo 14 de los applets promueven
una imagen conceptual centrada en la idea de
“entorno”.

FIGURA 5. Imagenes conceptuales fomentadas por
los applets
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Al restringirse a las imagenes conceptuales efi-
cientes, centradas en las ideas de “entorno” y de
“valores que se aproximan”, se ha identificado
unicamente un applet en el que se promueven
ambas imdgenes conceptuales de manera si-
multdnea. Sin embargo, se ha observado que 39
de los applets promueven tnicamente imagenes
conceptuales consideradas ineficientes.

Cabe mencionar que se ha identificado un
applet que no ha podido clasificarse de acuerdo
con estas imagenes conceptuales asociadas a la
nocion de limite de una funcion.

Sistemas de representacion

La presencia de los distintos sistemas de repre-
sentacion considerados se muestra en la figura
6. Como puede apreciarse, existe un predomi-
nio de las representaciones graficas y algebrai-
cas frente a las numeéricas y verbales, siendo
esta ultima claramente minoritaria.

FIGURA 6. Representaciones del limite utilizadas
en los applets
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TaBLA 2. Applets que presentan alguna representacion del limite

Sistemas de representacion

Cantidad Representaciones N (%)

\ 0 (0%)

1 sistema de representacion (32/101) N 0 (0%)
G 16 (50%)
A 16 (50%)
VyG 1 (2.56%)
VyA 5 (12.82%)
NyG 2 (5.12%)

2 sistemas de representacion (39/101) NyA 1 (2.56%)
GyA 30 (76.94%)
V,NyA 1 (4%)

3 sistemas de representacion (25/101) vGya 4 (16%)
N,GyA 20 (80%)

4 sistemas de representacion (5/101)

En la tabla 2 se presenta, para cada situacion Acciones

(considerando el numero de sistemas de repre-
sentacion utilizados), la frecuencia de cada re-
presentacion usada, de manera aislada o con-
junta.

De los 101 applets analizados, 32 hacian uso de
un unico sistema de representacion (ver tabla
2). En estos casos, no hay una preferencia clara
entre el sistema de representacion algebraico o
grafico. Ademas, las representaciones verbal y nu-
mérica nunca se utilizan de manera aislada.

En los 69 applets restantes, se utiliza mas de un
sistema de representacion de forma combinada.
Lo mas habitual es encontrar la combinacion de
dos sistemas de representacion. Cuando esto
sucede, en casi el 77% de los casos se combinan
las representaciones grafica y algebraica. Tam-
bién resulta destacable el bajo numero de
applets (inferior al 5%) en el que se han identi-
ficado los cuatro posibles sistemas de represen-
tacion considerados.

En este apartado se analiza la presencia de las
distintas acciones en relacion con uno o mads
sistemas de representacion (véase figura 7).

FIGURA 7. Acciones presentes en los applets
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Como cabia esperar, en todos los applets anali-
zados se promueve el reconocimiento de algu-
no de los elementos propios del limite funcio-
nal en algun sistema de representacion. Por
otro lado, no se ha identificado ningun applet
en el que se realicen transformaciones externas
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entre distintos sistemas de representacion. En
algo mas de la mitad de los applets se realizan
transformaciones internas dentro de un mismo
sistema de representacion y en casi la mitad se
lleva a cabo un proceso de coordinacion entre
sistemas de representacion del limite.

FiGura 8. Cantidad de acciones identificadas
en los applets

Tres acciones
26%

Una accién
31%

Dos acciones
43%

Un buen ntumero de los applets considerados pro-
mueven mas de una accion vinculada a los siste-
mas de presentacion que utilizan (véase figura 8).
Evidentemente, teniendo en cuenta la figura 7,
en aquellos applets en los que solo se identifica
una unica accion, esta consiste en el reconoci-
miento de un objeto o de alguno de sus elemen-
tos en un sistema de representacion concreto.

Finalmente, solo la cuarta parte de los applets
involucran tres acciones. En este caso, dado que
en ninguno de los applets se desarrollan trans-
formaciones externas, se trata del reconoci-
miento de un objeto, de transformaciones inter-
nas en un sistema de representacion y de la
coordinacion entre distintos sistemas de repre-
sentacion del limite funcional.

Influencia del caracter interactivo

Se analiza ahora la posible influencia de la inte-
ractividad de los applets sobre el resto de las va-
riables analizadas. Para ello, se debe considerar
que, de los 101 applets analizados, se han clasi-
ficado 86 como interactivos, mientras que los
15 restantes son no interactivos (apartado “In-
teractividad”).

Tipo de limite

En la figura 9 se observa la distribucion del tipo
de limite, puntual o en el infinito, considerado
en cada applet en funcion de su caracter interac-
tivo o no. La interactividad de los applets no pa-
rece ser una condicion relevante para el estudio
de un tipo de limite u otro.

FiGURA 9. Tipo de limite abordado en funcion
de la interactividad de los applets
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Imagen conceptual

En la figura 10 se observa la distribucion de las
imagenes conceptuales promovidas por los applets
en funcion de su cardcter interactivo o no.

F1Gura 10. Vinculo entre la interactividad
y las imagenes conceptuales
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Respecto a las imagenes conceptuales, se obser-
va que la interactividad resulta decisiva para el
desarrollo de la imagen conceptual centrada en
la idea de “entorno” (E), ya que todos los applets
identificados que promueven esta imagen con-
ceptual son interactivos.

En general, se aprecia que el porcentaje de applets
interactivos que fomentan cada una de las imagenes
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conceptuales es claramente superior al de applets
no interactivos, con la unica excepcion de la
imagen conceptual centrada en la idea de “apro-
ximacion algoritmica esquemadtica”.

Sistemas de representacion

En la figura 11 se observa la distribucion de
los sistemas de representacion utilizados en los
applets en funcion de su caracter interactivo o no.

FiGURA 11. Representaciones utilizadas en funcion
de la interactividad de los applets
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Se observa como la interactividad se convierte
en un aspecto muy importante que favorece
la utilizacion del registro grafico. También se
aprecia que los applets no interactivos tienen
mayor predisposicion a la utilizacion del regis-
tro verbal. Finalmente, el uso de la representa-
cion algebraica y numérica del limite no parece

depender de la interactividad de los applets, ya
que en ambos casos aparecen porcentajes simi-
lares.

En la tabla 3 se consideran, ademas de los siste-
mas de representacion utilizados, la cantidad de
los mismos que aparecen en cada applet.

El analisis de la cantidad de registros que se utili-
zan para exponer el limite de una funcion muestra
una mayor tendencia a emplear una tinica repre-
sentacion entre los applets no interactivos, ha-
ciendo uso en su mayoria de la representacion
algebraica del limite. Sin embargo, en el caso de
los applets interactivos, el uso de la representa-
cion grafica supera por un pequefio porcentaje a
la representacion algebraica. Por ultimo, en nin-
guno de los casos se utilizan las representaciones
verbal y numérica de manera aislada.

El porcentaje de applets en los que se hace uso
de dos representaciones del limite de una fun-
cion son similares en ambos casos. No obstan-
te, en la gran mayoria de los applets interacti-
vos, se combinan las representaciones graficay
algebraica, algo que no sucede cuando se trata
de applets no interactivos. Respecto al uso de tres
sistemas de representacion, esto sucede con un
porcentaje mucho mayor en el caso de los applets
interactivos.

TabLA 3. Cantidad de representaciones utilizadas en funcion de la interactividad

Interactivos No interactivos

Total 25 (29.07%) 7 (46.66%)
. \Y% 0 (0%) 0 (0%)
Una representacion
N 0 (0%) 0 (0%)
G 14 (56%) 2 (28.57%)
A 11 (44%) 5 (71.42%)
Dos representaciones Total 33 (38.57%) 6 (40%)
GyA 29 (87.87%) 1 (16.66%)
Tres representaciones 24 (27.90%) 1 (6.66%)
Cuatro representaciones 4 (4.65%) 1 (6.66%)
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Acciones

La figura 12 recoge la distribucion de las distin-
tas acciones fomentadas entre los sistemas de
representacion utilizados en los applets, en fun-
cion de su caracter interactivo o no.

FiGgura 12. Influencia de la interactividad
de los applets en las acciones
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Los applets no interactivos se limitan casi exclu-
sivamente al reconocimiento de alguno de los
elementos del limite funcional en algun sistema
de representacion. La realizacion de transfor-
maciones internas dentro de un sistema de re-
presentacion y la coordinacion entre distintos
sistemas de representacion son practicamente
exclusivas de los applets interactivos.

Como en la seccion anterior, se ha estudiado la
posibilidad de realizar varias acciones en un
mismo applet (véase tabla 4).

El porcentaje de applets en los que solo se puede
realizar una accion es muy superior en el caso de

los no interactivos. Por su parte, la situacion es la
contraria en el caso de los applets que permiten
ejecutar dos o tres acciones. De hecho, ningin
applet no interactivo permite realizar tres accio-
nes simultaneamente. Se observa que en ningu-
no de los applets no interactivos consultados se
lleva a cabo la accion de coordinacion entre sis-
temas de representacion.

Influencia de la variedad de sistemas
de representacion

En este se analiza la influencia que tiene la va-
riedad de sistemas de representacion del limite
de una funcion utilizados en los applets sobre
las acciones que se pueden llevar a cabo dentro
de dicho applet.

Tal y como vimos en el apartado “Sistemas de
representacion”, 32 de los applets analizados
hacian uso de un tnico sistema de representa-
cion. En la figura 13 mostramos las acciones
identificadas en este caso.

Dado que estos applets tan solo utilizan un sis-
tema de representacion del limite de una fun-
cion, no puede haber transformaciones externas
ni coordinacion entre sistemas de representa-
cién. Sin embargo, merece la pena sefialar que
el ntimero de applets en los que se llevan a cabo
transformaciones internas dentro del sistema
de representacion considerado (ya sea grafico o
algebraico, véase tabla 2) no llega a la mitad.

TABLA 4. Acciones en funcion de la interactividad

Interactivos (86/101)

No interactivos (15/101)

Acciones N (%) Acciones N (%)
Una accion R 18/86 (20.93%) R 13/15 (86.67%)
RyTI 21/86 (24.42%) RyTI 2/15 (13.33%)

Dos acciones

RyC 18/86 (20.93%)  RyC

0/15 (0%)

Tres acciones R, TIyC

29/86 (33.72%)

R, TlyC 0/15 (0%)
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FiGUura 13. Sistemas de representacion y acciones
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Cuando se analizan los applets que utilizan dos
sistemas de representacion del limite, dejando de
lado el reconocimiento, que se da siempre, ob-
servamos que menos de la mitad fomentan la
realizacion de transformaciones internas, siendo
mayor el porcentaje de applets en los que se
hace uso de la coordinacion entre estos dos sis-
temas de representacion.

En el caso de applets en los que se emplean mas
de tres sistemas de representacion del limite, la
presencia relativa de las transformaciones inter-
nas en un sistema de representacion y de la
coordinacion entre sistemas de representacion es
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considerablemente mayor que en los casos en los
que se consideran una o dos representaciones
del limite.

En la figura 14 se observa que, al considerar los
applets que utilizan dos representaciones del limi-
te, la proporcion de applets que permiten realizar
una tinica accion se reduce considerablemente res-
pecto de aquellos applets que emplean una tnica
representacion. Destaca también el hecho de que
la presencia de applets que posibilitan efectuar dos
acciones es similar en ambos casos, si bien aumen-
ta considerablemente la frecuencia con la que los
applets permiten realizar tres acciones.

FIGURA 14. Sistemas de representacién y niumero de acciones
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Discusion

Como ya hemos visto en el marco tedrico, en
el estudio de las imagenes conceptuales que
los estudiantes construyen sobre la nocion de
limite de una funcion, Przenioslo (2004) con-
sidera que aquellas centradas en las ideas de
“entorno” y de “valores que se aproximan” son
eficientes, mientras que el resto eran conside-
radas ineficientes. Entre las imagenes concep-
tuales eficientes, se observa que los applets
analizados promueven ampliamente la imagen
conceptual de “valores que se aproximan”,
pero la centrada en la idea de “entorno” es la
menos fomentada. Por otro lado, entre las ima-
genes conceptuales ineficientes, las de “grafica
que se aproxima” y “aproximacion algoritmica
esquemadtica” son ampliamente promovidas.
Ademas, las imagenes asociadas a las ideas de
“estar definida en el punto” y “el limite en el
punto coincide con la funcion en el punto”
también son promovidas, aunque en menor
medida. A la hora de desarrollar las diferentes
imagenes conceptuales de la nocion de limite,
se ha observado que la mayor parte de los
applets eran interactivos, frente a los no inte-
ractivos, donde las imdgenes conceptuales
aparecian con menos frecuencia (a excepcion
de la imagen centrada en la idea de “aproxima-
cion algoritmica esquemaitica”, donde la ten-
dencia se invertia). Por lo tanto, como cabia
esperar, la interactividad parece ser una buena
eleccion a la hora de desarrollar dichas image-
nes conceptuales eficientes.

Socas (2007) resalta la necesidad de disenar ac-
tividades que proporcionen los cuatro tipos de
acciones al utilizar distintas representaciones
(reconocimiento, transformaciones internas,
transformaciones externas y coordinacion).
Sin embargo, no se ha encontrado ningun
applet que proporcione transformaciones ex-
ternas, en consonancia con el resultado obte-
nido por Ward et al. (2013), donde se afirma
que este tipo de acciones son las que mas difi-
cultades generan a los docentes. Aunque este
tipo de accion seria deseable, su desarrollo

puede ser complicado a través de applets de
GeoGebra. Cabe destacar que la interactividad
de los applets favorece el desarrollo de las accio-
nes de transformacion interna dentro de un mis-
mo sistema de representacion y de coordinacion
entre diferentes sistemas de representacion. Ade-
mas, favorece la aparicion de dos y hasta tres ac-
ciones de manera simultdnea en el mismo applet.
Mientras que en los applets no interactivos estas
acciones disminuyen drasticamente o ni siquiera
llegan a aparecer.

Por otro lado, a medida que aumenta la canti-
dad de sistemas de representacion del limite
empleados, el porcentaje de applets en los que
se realizan transformaciones internas en un sis-
tema de representacion y en los que se coordi-
nan distintos sistemas de representacion tam-
bién aumenta. A su vez, el porcentaje de applets
que permiten hacer dos y tres acciones también
crece, a diferencia del de los applets que tan solo
permiten realizar una tnica accion. Esto parece
indicar la existencia de una correlacion entre la
cantidad de representaciones del limite utiliza-
das en los applets y el porcentaje de applets que
permiten realizar dos o tres acciones entre los
sistemas de representacion valorados. Por ulti-
mo, considerando que Pecharroman (2013) afir-
ma que la realizacion de estas acciones en el
contexto de un objeto matematico concreto ca-
racteriza en cierto modo la actividad matemati-
ca y su presencia es un indicador de idoneidad
epistémica, las conclusiones obtenidas confir-
man lo expuesto por Blazquez y Ortega (2001),
cuando afirmaron que “la utilizacion de distin-
tos registros [...] mejora la comprension del
concepto de limite”.

La capacidad de coordinar distintos registros
por el estudiante se ve dificultada por el hecho
de que el software media ese proceso. Los
applets, en muchos casos, requieren de un dis-
curso docente que no estd presente en los mis-
mos, de manera que a la hora de utilizarlos en
la practica docente es preciso considerar la ido-
neidad ecologica presentada por Godino et al.
(2007). En cualquier caso, el aumento en el
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numero de representaciones del limite utiliza-
das favorece la accion de coordinacion en los
applets analizados (ver figura 13).

Segun Godino et al. (2019, p. 42), la didactica
“debe abordar cuestiones [...] también pres-
criptivas y valorativas, propias del conocimien-
to tecnoldgico [...] debe proporcionar resulta-
dos que permitan la accion efectiva sobre una
parcela de la realidad: 1a ensefianza y aprendiza-
je de la matematica”. En este sentido, la litera-
tura existente tiene claras implicaciones pres-
criptivas sobre las cualidades que deberia tener
un applet destinado a la ensenanza del limite de
una funcion. En concreto, se deberian fomentar
a través de la interactividad imagenes concep-
tuales eficientes en un contexto en que se reali-
cen todo tipo de acciones sobre la mayor varie-
dad posible de sistemas de representacion.
Nuestros resultados parecen indicar que estos
cuatro elementos (interactividad, eficiencia de
la imagen conceptual, riqueza de sistemas de re-
presentacion y acciones) van de la mano. Sin
embargo, desde un punto de vista valorativo,
hemos constatado en la muestra analizada una
riqueza relativamente baja de sistemas de repre-
sentacion y de acciones (incluso la ausencia de
transformaciones externas) y la presencia com-
parativamente alta de imdgenes conceptuales
ineficientes. Estos aspectos implican que los
docentes deban ser criticos a la hora de selec-
cionar recursos online ajenos, asi como ser cui-
dadosos en el disefio de los propios.

Nota

Finalmente, en este trabajo nos hemos centrado
solo en algunos de los objetos primarios que,
segun el EOS, permiten describir la actividad
matematica. En particular, nos hemos centrado
en el lenguaje (a través de los sistemas de repre-
sentacion), en los conceptos (a través de las ima-
genes conceptuales) y en cierto modo en los pro-
cedimientos (a través de las acciones realizadas
dentro de los sistemas de representacion). Pensa-
mos que puede ser interesante ampliar el analisis
a los restantes objetos primarios, desarrollando
un instrumento de andlisis mas completo que
nos permita no solo clasificar los applets desde el
punto de vista de su idoneidad, sino también
realizar actividades de formacion basadas en di-
cho instrumento (Burgos et al., 2020).
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Abstract

Analysis of GeoGebra applets for teaching the limit of a function

INTRODUCTION. The importance of GeoGebra as one of the main tools that offer Mathematics
teachers the possibility of working with virtual simulations in their classrooms is indisputable.
However, the resources in the official GeoGebra repository do not go through any review pro-
cess. Therefore, the teacher’s criteria when selecting this type of resource is key for teaching
success. Thus, it is necessary to provide teachers with tools to analyze GeoGebra applets for
their implementation in the classroom. In particular, this type of resources offers numerous
advantages to teach the mathematical concept of the limit of a function. METHOD. In this pa-
per, the didactic suitability of GeoGebra applets for teaching the limit of a function is analyzed.
An exploratory and descriptive study has been carried out. The analysis has been carried out
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using a deductive approach based on five different variables (type of limit, interactivity, con-
ceptual image, representation and action). The analyzed sample, chosen through purposeful
sampling, is 150 applets from the official GeoGebra material repository. RESULTS. The results
are shown after analyzing the five established variables for each of the studied applets. The
influence of interactivity with the rest of the variables is also analyzed, as well as the influence
of the number of representations of the limit in the applets. DISCUSSION. In the analysis ca-
rried out of the didactic suitability, the importance of the interactivity variable stands out, as it
enhances the development of most of the conceptual images of the limit. The use of a greater
number of limit representation systems in an applet is also positive, since it favors the develop-
ment of various actions in said representation systems.

Keywords: Onto-semiotic approach, Mathematics education, Technology uses in education, Edu-
cational resources.

Résumé

Analyse des applets GeoGebra pour I'enseignement de la limite d’une function

INTRODUCTION. Limportance de GeoGebra comme 'un des principaux outils offrant aux
professeurs de mathématiques la possibilité de travailler avec des simulations virtuelles dans
leurs classes est indiscutable. Cependant, les ressources du dépot officiel de GeoGebra ne sont
pas soumises a aucun processus de révision. Par conséquent, les critéres de I'enseignant lors de
la sélection de ce type de ressource sont essentiels. Des outils sont nécessaires pour analyser
les applets GeoGebra en vue de leur mise en ceuvre. En particulier, par rapport a d’autres types
d’outils, ce type de ressource offre de nombreux avantages pour enseignement du concept
mathématique de la limite d’'une fonction. METHODE. Cet article analyse I'adéquation didacti-
que des applets GeoGebra pour I'enseignement de la limite d'une fonction. Une étude explora-
toire et descriptive a été réalisée. Lanalyse a été effectuée en utilisant une approche déductive
basée sur cinq variables différentes (type de limite, interactivité, image conceptuelle, représen-
tation et action). Léchantillon analysé, choisi au moyen d’un échantillonnage raisonné, est
constitué de 150 applets provenant du dépot officiel de GeoGebra. RESULTATS. Les résultats
sont présentés apres I'analyse des cinq variables établies pour chacune des applets étudiées.
Nous analysons également I'influence de l'interactivité avec le reste des variables, ainsi que
Pinfluence du nombre de représentations de la limite dans les applets. DISCUSSION. Dans
P’analyse de 'adéquation didactique effectuée, I'importance de la variable interactivité ressort
car elle favorise le développement de la plupart des images conceptuelles de la limite.
Lutilisation d’un plus grand nombre de systéemes de représentation de la limite dans une applet
est également positive car elle favorise le développement de plusieurs actions dans ces syste-
mes de représentation.

Mots-clés : Approche onto-sémiotique, Enseignement des mathématiques, Usage de la technologie
dans Penseignement, Ressources pédagogiques.
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