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RESUMEN

El estudio del 5° postulado de los Elementos
de Euclides consiste en el estudio de la teoria de
las paralelas. Esta teoria consiste también en el
estudio de los intentos que se hicieron para de-
mostrarlo o sustituirlo por otro postulado. La
teoria de las paralelas constituye a nivel histo-
rico y epistemologico una introduccion indis-
pensable para el estudio de las geometrias eucli-
deas vy el lugar de las paralelas en este tratado.

En este articulo hacemos una descripcion
de los rastros de las distintas tentativas de de-
mostracion del famoso 5° postulado en las tra-
diciones matematicas griegas 'y arabes asi como
una exposicion integra del intento de demostra-
cion de al-Mu’taman Ibn Hud, rey de Zara-
goza (1081-1085), en su Trarado al-Istikmal.

ABSTRACT

Studying the 5th postulate of Euclid’s Ele-
ments amounts to the study of the theory of
parallels. This theory also amounts to studying
attempts to find either proofs for this postulate or
to substitute it by another postulate. From a his-
torical and epistemological point of view, the
theory of parallels constitutes an tmportant intro-
duction to the study of the Euclidian geometry
and the place that parallels have in this treaty.

In this paper, we describe traces of different
attempts to prove this famous Sth postulate in
Arabian and Greek mathematical tradition. We
end this work with a complete presentation of
the proof given by al-Mu’taman Ibn Hud, king
of Saragossa (1081-1085), in his treaty al-Is-
tikmal.
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Introduction

L’étude du 5¢ postulat des Eléments d’Euclide se ramene a ’étude de la théo-
rie des paralleles, qui elle-méme renvoie aux différentes tentatives de démonstra-
tion du postulat ou de son remplacement par un postulat plus acceptable. Dans
cet article, nous nous intéressons a la contribution d’al-Mu’taman Ibn Had (m.
1085) qui visait a démontrer le fameux postulat. I’exposé de cette contribution
sera précédé par I’évocation des différentes tentatives de démonstration du pos-
tulat, durant les périodes hellénistique et arabe.

La théorie des paralléles chez les mathématiciens grecs

La notion de droites paralléles est formulée en ces termes, dans la définition
23 du Livre I des Eléments d’Euclide: «Des droites paralléles sont celles qui étant dans
le méme plan et indéfiniment prolongées de part et d’autres, ne se rencontrent pas, ni
d’un cété ni de ’aurre» [EUCLIDE, 1, 1994, p. 166]. Cette définition n’a pas tardé
a provoquer des réserves de la part de certains mathématiciens. D’une part, elle
se présente sous forme négative (non rencontre), et d’autre part, elle fait inter-
venir une notion qui n’est pas définie auparavant, a savoir celle de I’infini (pro-
longement indéfini). Dans ces conditions, la vérification du parallélisme est dif-
ficile voir méme impossible (Figure 1).

Figure 1
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Quant au cinquiéme postulat, il est énoncé, dans le méme le Livre I, ainsi: «S7
une droite tombant sur deux droites fait les angles intérieurs et du méme coté plus petits
que deux droits, les deux droites indéfiniment prolongées, se rencontrent du coté ou sont
les angles plus petits que deux droits» [EUCLIDE, 1, 1994, p. 175] (Figure 2).

A

Figure 2

Comme on le constate, ’énoncé de ce postulat ressemble plus a celui d’une
proposition. De plus, il est la réciproque d’un énoncé qui, lui, est démontré puis-
qu’il correspond a la proposition 29 du Livre I des Eléments qui affirme ceci: «Une
ligne droite tombant sur des droites paralléles fair des angles alternes égaux entre eux, et
ausst angle extérieur égal a I’angle intérieur et opposé, et les angles intérieurs et du mé-
me coté égaux a deux droits» [EUCLIDE, I, 1994, p. 251]. Ce sont ces raisons qui
ont amené de nombreux mathématiciens, des deux traditions grecque puis arabe,
a refuser le postulat des paralléles dans la version euclidienne, puis a tenter de lui
trouver une démonstration a partir d’autres postulats plus acceptables.

Les premiéres critiques de la formulation euclidienne du postulat ont été rap-
portées par Proclus dans son commentaire sur le premier livre des Eléments. 1l
nous a également conservé une démonstration attribuée a Ptolémée (II¢ s.) qui
était contenue dans son traité Sur la rencontre de droites prolongées a partir d’angles
plus petits que deux droits. Cette preuve a été critiquée par Proclus qui expose une
démonstration reposant sur un axiome attribué a Aristote et qui dit: «S7 deux droi-
tes formant un angle sont prolongées a infini, leur distance mutuelle dépassera toute
grandeur finie» [EUCLIDE, 1, 1994, p. 300].
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Proclus rapporte aussi une autre définition des paralléles attribuée a Posido-
nius (II¢ s. av. J. C.) qui y utilise la notion d’équidistance. Les parall¢les y sont
définies comme des droites «qui ne se rapprochent ni ne s’éloignent pas dans un seul
et méme plan, mais ont toutes les perpendiculaires amenées des points de ’une a I’autre
égales» [JAOUICHE, 1986, p. 31] ainsi qu’une tentative de Ptolémée de démon-
trer directement la proposition 29 [EUCLIDE, I, 1994, p. 251] sans faire inter-
venir le postulat des paralléles.

Dans un fragment conservé par an-Nayrizi, dans son commentaire sur les
Eléments d’Euclide [HOGENDIJK, 2000, pp. 252-265], Simplicius attribue a
Aghanis une tentative de démonstration du postulat. LLa démarche de ce dernier
consiste a définir les lignes paralleles en termes d’équidistance. Il s’agit pour lui
de droites qui «orsqu’elles sont prolongées indéfiniment de part et d’autre, la distance
entre elles ou la perpendiculaire abaissée de ’une des deux sur I’autre sont toujours éga-
les et non différentes» [JAOUICHE, 1986, p. 31]. Cela lui permet, contrairement a
ce qu’avait fait Euclide, de démontrer la proposition 29 sans I’utilisation du fa-
meux postulat. Apres cela, Aghanis a tenté de démontrer le cinquiéme postulat
[JAOUICHE, 1986, p. 32]. Sa preuve est considérée comme 1’'une des premiéres
tentatives d’application de la définition précédente [JAOUICHE, 1986, p. 34].

La théorie des paralleles dans la tradition mathématiques arabe d’Orient

Selon les sources connues, le premier mathématicien de la tradition arabe qui
se soit intéressé au postulat des paralléles est al-Jawhar1 (X¢ s.), dans son ouvra-
ge Sur la théorie des paralléles, dont le contenu nous est parvenu par l'intermé-
diaire de Nasir ad-Din at-Tusi (m. 1274) [JAOUICHE, 1986, p. 137]. Sa métho-
de consiste a tenter de démontrer d’abord le postulat puis a s’en servir pour éta-
blir la proposition 29 des Eléments. Al-Jawhari ne donne pas de définition expli-
cite des paralleles. Sa démarche est fondée sur la non-rencontre de deux droites
dans un plan. Elle est donc différente des méthodes congues par les mathémati-
ciens grecs depuis Posidonius. LLa démonstration d’al-Jawhari repose sur cing
lemmes et une proposition qui est équivalente au cinquiéme postulat d’Euclide
[JAOUICHE, 1986, p. 37].

Apres cette tentative, c’est Thabit Ibn Qurra (m. 901) qui s’est intéressé au
sujet. Il a élaboré deux démonstrations du postulat. L.a premiére se trouve dans
le traité intitulé: Magqala fi burhan al-musadarar al-mashhira min Uglidis [Opuscule
sur la démonstration du célebre postulat d’Euclide]. Elle est basée sur le princi-
pe disant que «st les deux droites coupées se rencontrent d’un coté, elles ne se rencontrent
pas de Pautrer. Cela lui permet de démontrer, dans le cas ou les angles alternes
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internes sont égaux, que les deux droites sont équidistantes. De plus, il introduit
le postulat suivant: «S7 une sécante coupe deux droites et que celles-ci se rapprochent
Pune de Pautre d’un de leurs cotés, alors elles s’écartent "une de I’autre de I’autre coté
et leur rapprochement du coté ou elles se rapprochent ’une de I’autre et leur écartement
du coté ou elles s’écartent vont croissanty. C’est a I’aide de ce postulat et de la défi-
nition des paralleles que Thabit Ibn Qurra démontre la proposition 29 d’Euclide.
Il donne ensuite, dans la proposition cinq de son traité, une démonstration du
postulat en se basant sur ’axiome d’Archimede.

La deuxiéme tentative de Thabit est décrite dans un autre traité intitulé: Magqgala
fi anna al-kharrayn idhd@ ukhryad ‘ald aqall min zawiyyarayn qa ’imatayn iltaqaya
[Opuscule sur le <fait> que si deux droites sont menées selon des angles infé-
rieurs a deux droits, elles se rencontrent]. Cette tentative est basée essentielle-
ment sur le mouvement uniforme d’un point sur une droite perpendiculaire a
une autre droite fixe. Il obtient alors deux droites équidistantes comme ’avait fait
Aghanis. Mais il introduit un postulat dont lequel il remarque que tous les points
d’un solide qui se déplace d’un mouvement rectiligne uniforme décrivent des
droites. C’est a ’aide de ce postulat et de quelques propositions sur les proprié-
tés du quadrilatére que Thabit Ibn Qurra démontre la proposition 29. Il donne
ensuite une démonstration du cinquiéme postulat d’Euclide.

On remarque, que c’est avec ce traité qu’apparaissent les premieres considé-
rations sur les propriétés du rectangle. Il s’agit, premiérement, de démontrer que
si dans un quadrilatére deux angles adjacents a un méme coté sont égaux et si les
deux autres cotés de ces angles sont égaux, alors les deux autres angles du qua-
drilatére sont égaux (Figure 3). Deuxiémement, il suffit de démontrer, le théore-
me suivant: «si les deux angles a la base sont droits, les deux autres le sont auss»» [JAOUI-
CHE, 1986, p. 59; RASHED & HOUZEL, 2005, pp. 9-54].

Figure 3
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Apres Thabit Ibn Qurra, les contributions les plus importantes qui nous sont par-
venues sont celles d’Ibn al-Haytham (m. 1041). Elles se trouvent dans deux com-
mentaires qu’il a consacrés aux Eléments d’Euclide. Le premier est Kitab sharh musa
darar Uqlidis fi I-Uusl [Livre expliquant les postulats d’Euclide dans les Eléments)
[IBN AL-HAYTHAM, Ms. Istanbul, Feyzullah 1359/2, p. 7]. Le second est le
Kirab fi all shukik kitab Uqlidis fi I-Uusl [livre sur la résolution des doutes du livre
des Eléments d’Euclide] [IBN AL-HAYTHAM, Ms. Istanbul, University 800, pp.
24-27]. Dans ses démonstrations, il utilise I’intuition et I’imagination pour s’as-
surer la construction de droites infinies. Puis, comme Thabit, il introduit le mou-
vement uniforme et continu dans son utilisation des droites équidistantes
[JAOUICHE, 1986, p. 65].

Apres lui, “Umar al-Khayyam (m. 1131) s’est intéressé au postulat en lui con-
sacrant une épitre importante intitulée Risala fishar ma ashkala min musadarat
kitab Ughdis [Epitre sur Pexplication des prémisses du livre d’Euclide] [DJEB-
BAR, 14, 2002, p. 79-136]. Il commence par critiquer les tentatives de ses pré-
décesseurs et plus particulierement celle d’Ibn al-Haytham a qui il reproche d’a-
voir introduit le mouvement en géométrie allant ainsi a ’encontre du principe
d’Aristote qui affirme ceci: «La Physique traite des étres qui ont en eux-mémes un
principe de mouvement. D’autre part, la Mathématique est une science théorétique et qui
traite d’érres immuables, mais non séparésy [ARISTOTE, 1981, II, f. 1064a]. Puis il
expose sa tentative de démonstration dont ’intérét, pour I’histoire de la théorie
des paralleles, réside dans son utilisation du fameux quadrilatére qui portera le
nom de Saccheri (m. 1733). Al-Khayyam considére successivement les cas ou
I’angle des deux droites est droit, aigu ou obtus et il démontre ainsi que les deux
cas de ’angle aigu et de I’angle obtus aboutissent a une contradiction. A partir
de 1a, al-Khayyam expose sa tentative de démonstration du postulat des paralléles.

Nous concluons cette évocation rapide de I’histoire de la théorie des paralle-
les en pays d’Islam en évoquant les travaux de Nagir ad-Din at-Tusi dans ce
domaine, qu’il a publiés dans deux écrits: ar-Risala ash-shafiya ‘an ash-shak fi al-
khurir al-mutawaziya [Epitre qui délivre du doute concernant les droites paralle-
les] et le Tahrir Uqlidis [Rédaction <des Eléments> d’Euclide].

La contribution d’al-Mu’taman (m. 1085)

Il s’agit du plus ancien texte connu de ’Occident musulman qui concerne le
cinquiéme postulat d’Euclide. Al-Mu’taman I’a intégré a ’ensemble des propo-
sitions traitant de la géométrie plane et il en a fourni une tentative de preuve. La
proposition qu’il a consacrée au postulat est la quatorziéme de la deuxiéme sec-
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tion du premier chapitre. Elle a été placée apres celle qui est équivalente aux deux
propositions 29 et 30 du Livre I des Eléments. Elle vient aussi apres celle qui
regroupe les trois propositions 27, 28 et 31 du premier Livre de ce traité, c’est-
a-dire celles qui concernent la théorie des paralleles. La tentative de démonstra-
tion d’al-Mu’taman est basée sur le mouvement et s’inscrit donc dans le prolon-
gement des démarches de Thabit Ibn Qurra dans les deux traités déja évoqués et
de celles d’Ibn al-Haytham dans ses Musadarat.

Mais, comme les autres démonstrations des mathématiciens d’Orient anté-
rieurs au XI¢ siecle, celle d’al-Mu’taman utilise implicitement le postulat des
paralleles. En effet, graice au mouvement, ’auteur a pu remplacer la notion de
rencontre des deux droites D, et D, a une distance finie d par celle du mouve-
ment d’un point sur D, qui atteindrait D, en un temps fini puisque la vitesse v
de la droite paralléle est supposée «uniforme» (Figure 4).

A
D,

7

D,

Figure 4

Nous donnons, ci-apres, I’édition du texte de la proposition 14 de la deuxie-
me section du premier chapitre de I’Iszzkmal. Elle sera précédée par une trans-
cription moderne de son contenu et par une traduction frangaise. Nous devons
préciser que le texte édité n’est pas la version d’al-Mu’taman (qui n’a pas enco-
re été retrouvée), mais celle d’Ibn Sartaq (XIV® s.), un mathématicien d’Asie
Centrale qui avait entrepris, en son temps, une rédaction complete du premier
volume de I’ouvrage d’al-Mu’taman. Cette rédaction, intitulée al-Ikmal ar-riyyadi
[La complétion mathématique], nous est parvenue dans deux copies [DJEBBAR,
1997, p. 185-192]. Nous avons utilisé pour ce travail la copie du Caire [Ms. Le
Caire, Bibliothéque de I’Université 23029].
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Transcription moderne

S7 une ligne tombe sur deux lignes, <de sorte que> les deux angles intérieurs d’un
méme coté sont inférieurs a deux <angles> droits, les deux <lignes> se rencontrent dans
cette direction.

Considérons une droite HGT qui coupe une autre DGBA au point G. Tra-
cons une droite EBZ passant par le point B de sorte que les points Z et T soient
du méme coté de la droite AD et que ZBG) + BGT) < .

Alors les droites BZ et GT se rencontrent du c6té des points Z et T.

Preuve

On trace une ligne droite KBL passant par B de sorte que le point K soit du
méme coté que les points Z et T par rapport a la droite AD et KBG = TGD.

Supposons que la droite KB se déplace du point B au point G tout en gar-
dant angle KBG constant (Alors en toute position K,B,G de la droite KB, on a
K,B,G = KGB = TGD).

Au début de ce déplacement, KB coupe ZB en B. Ensuite le point d’inter-
section de ZB et K B, se déplace sur BZ dans la direction de Z.

La position finale de ce déplacement est K,B,> GT.

Supposons que K,B, et BZ ne se rencontrent pas en cette position finale. KB
et BZ ne se rencontrent pas en B lors de la position initiale. Par conséquent, nous
avons deux lignes droites qui se prolongent indéfiniment du méme co6té et ces deux
droites se rencontrent au début du déplacement mais ne le sont pas a la fin de ce
déplacement. Ceci ne peut se produire que si les deux lignes droites coincident
quelque part durant leurs déplacements au moins en partie. Ceci est impossible.

Donc GT et BZ doivent avoir un point d’intersection (Figure 5).

Traduction francaise
<Proposition 14>

S7 une higne tombe sur deux lignes, <de sorte que> les deux angles intérieurs d’un
méme coté sont inférieurs a deux <angles> droits, les deux <lignes> se rencontrent dans
cette direction.
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A

Figure 5

<Preuve>

<Supposons> que ABGD tombe sur EBZ, HGT et que les deux angles ZBG,
TGB ensemble soient inférieurs a deux droits. Alors, ’angle ZBG est inférieur a
I’angle TGD.

Si on construit sur le point B, de la ligne BG, ’angle GBK comme I’angle
DGT, le coté BK <de I’angle> tombe, par rapport a BZ, du coté de A, c’est-a-
dire qu’il y tombe entre A et Z.

Et si on prolonge KB du coté de B jusqu’a L, BL. tombe entre E et H parce
que les quatre parties des deux <droites> concourantes se situent selon des posi-
tions alternées et parce qu’il est possible de mener, a partir de tout point donné
sur BG, une ligne entourant, avec elle, un angle comme I’angle KBG, en gran-
deur et en position.

Il est donc possible de supposer une ligne LBK mobile sur la ligne BG, pré-
servant sa position, c’est-a-dire préservant un angle comme ’angle KBG, en gran-
deur et en position, a chaque instant ou elle coupe BG entre les deux points B, G.
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11 est possible de supposer ce mouvement semblable <a lui-méme>, de sorte
qu’il ne ralentisse pas chaque fois qu’il est examing, et de supposer que ce mou-
vement préserve sa similitude et conserve la position de toute ligne donnée su-
perposée a LBK.

Supposons donc <donnée> une ligne infinie dans les deux directions et su-
perposée a LBK. Appelons cette ligne la ligne donnée. Supposons également que
EBZ est infini dans les deux directions et que les lignes LBK, ABG, EBZ, HGT
sont toutes fixes et que la ligne donnée est en mouvement a une distance délimi-
tée de G, du coté de G, <selon> un mouvement semblable <a lui-méme> et qui
conserve la position, comme nous I’avons indiqué.

Il est alors clair que la ligne donnée, lorsqu’elle se superpose a LBK, coupe les
deux lignes ABG, EBZ en un méme point qui est B, et que si elle se sépare de
LBK, a ’aide du mouvement semblable <a lui-méme> <tout> en conservant sa
position sur BG de sorte qu’elle soit entre LBK et HGT, alors les deux intersec-
tions se séparent et son intersection avec BG a lieu sur un point entre les deux
points B, G et avec BZ sur un point entre les deux points B, Z.

Et a chaque fois que la </igne donnée> poursuit son mouvement, <I’une de> ses
deux intersections s’¢loigne de B et se rapproche de G et I’autre se rapproche de Z.

Et tant que la ligne donnée est dans cet état de mouvement, elle I’est, avec tou-
tes ses parties, de LBK vers la région de HGT; et aucune de ses parties n’est en
contact avec LB vers la région de A; et sa superposition avec EBZ selon une de ses
parties a ’exclusion d’autres est impossible a cause du fait qu’elles sont rectilignes.

Quant a <sa superposition> selon toutes ses parties, elle ne peut se concevoir
que si une de ses parties, celle sur BK, soit dans la région de G, et <celle> sur
LB dans la région de A. Ceci est impossible.

Donc, tant que la ligne donnée est dans cet état, elle n’est pas superposable sur
EBZ, ni selon toutes ses parties ni selon certaines d’entres-elles. Et puisque la
ligne donnée et EBZ sont infinies et que <lorsque> deux <lignes> infinies se cou-
pent, alors qu’elles sont dans un méme plan, on ne peut les séparer qu’apres leur
superposition. La /igne donnée ne peut non plus, tant qu’elle dans cet état, ne pas
étre en contact avec EBZ. Tant qu’elle est en mouvement vers la région G, d’un
mouvement semblable <a lui-méme> et conservant sa position sur BG, elle est
en fait concourante a EBZ et a nulle autre.

Et puisque le mouvement est semblable <a lui-méme>, qu’il ne ralentit pas
au fur et a mesure qu’il se prolonge, que la distance est finie, c’est la distance de
B a G-, et que la position est conservée, alors la ligne donnée mobile atteindra, par
son mouvement, HGT. Elle se superposera a elle. Si la ligne donnée se superpose
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a HGT alors qu’elle coupe EBZ, alors HGT coupe EBZ au point d’intersection
de la ligne donnée avec elle (Figure 6).

C’est ce a quoi nous voulions aboutir.

Figure 6
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